Kurssin etusivu

KURSSIN TAVOITTEET JA KESKEISET SISALLOT

Matematiikan asema aikamme kulttuurissa edellyttaa valmiutta ymmartaa, hydédyntaa ja
tuottaa matemaattisesti esitettya tietoa. Sillda on merkittava tai ratkaiseva rooli muun
muassa tieteissa, teknologiassa, taloudessa, yrittajyydessa, terveydenhuollossa ja
turvallisuudessa. Matematiikan opiskelun tehtavana on tutustuttaa sinut matemaattisen
ajattelun malleihin seka matematiikan perusideoihin ja rakenteisiin, opettaa sinua
kayttamaan puhuttua ja kirjoitettua matematiikan kielta seka kehittaa laskemisen,

ilmididen mallintamisen ja ongelmien ratkaisemisen taitojasi.

Syksysta 2016 lukion matematiikan opiskelu alkaa pitkan ja lyhyen oppimaaran yhteisella
kurssilla. Matematiikan yhteinen kurssi avaa nakoaloja matematiikan moninaiseen
merkitykseen ihmiselle ja yhteiskunnalle seka sen ainutlaatuiseen ja kiehtovaan
olemukseen tieteenalana. Tassa kurssissa sinulla on tilaisuus vahvistaa pohjaa
matematiikan opinnoillesi ja nahda matematiikka hyodyllisena ja kdyttokelpoisena
selitettaessa ja hallittaessa muun muassa yhteiskunnan, talouden ja luonnon tapahtumia

ja tilanteita.
Kurssin tavoitteena on, etta

o pohdit matematiikan merkitysta yksilon ja yhteiskunnan ndkdkulmasta

o kertaat ja taydennat lukualueet, kertaat peruslaskutoimitukset ja prosenttilaskennan
periaatteet

o vahvistat ymmarrystasi funktion kasitteesta
o ymmarrat lukujonon kasitteen

o osaat maarittaa lukujonoja, kun annetaan alkuehdot ja tapa, jolla seuraavat termit
muodostetaan

o saat havainnollisen kasityksen lukujonon summan maarittamisesta

o osaat ratkaista kaytannon ongelmia aritmeettisen ja geometrisen jonon ja niista
muodostettujen summien avulla

o osaat kayttaa teknisia apuvalineita funktion kuvaajan ja lukujonojen tutkimisessa seka
lukujonoihin liittyvien sovellusongelmien ratkaisussa.

KESKEISET SISALLOT

o reaaliluvut, peruslaskutoimitukset ja prosenttilaskenta



o funktio, kuvaajan piirto ja tulkinta

o lukujono

o rekursiivinen lukujono

o aritmeettinen jono ja summa

o logaritmi ja potenssi seka niiden valinen yhteys

o muotoa a* = b, x luonnollinen luku, olevien yhtaléiden ratkaiseminen

o geometrinen jono ja summa

OPISKELUOH]EITA

Kurssimateriaali on jaettu viiteen lukuun: Luvut ja laskutoimitukset, Potenssi ja logaritmi,

Lukujonot ja summat, Funktio seka Prosenttilaskenta.

Paaajatus kurssimateriaalissa on, ettd matematiikkaa oppii parhaiten tekemalla
matematiikkaa. Nain ollen se on kirjoitettu niin, etta teet tehtavia kaytannossa koko ajan.
Jokainen luku sisaltaa kolme eri tehtavasarjaa. Ensimmaisen tehtavasarjan tehtavat ovat
teorian seassa. Tarkoitus on, etta etenet materiaalissa tekemalla jokaisen naista
tehtdvista. Voit hyvin tehda tehtavia yhdessa kaverin kanssa ja voit kysya opettajalta heti,
jos et ymmarra jotain asiaa. Asia voi olla jokin tietty tehtava, teoriassa oleva virke tai
esimerkiksi vieras matemaattinen symboli. Pddasia on, etta sina itse teet tehtavat ja
ymmarrat, mita teet. Taman tehtavasarjan jalkeen kyseisen luvun teoria on kasitelty ja on
aika harjoitella ja syventaa juuri opittua. Ennen tata opettaja pitaa ehka yhteisen
opetustuokion tai -keskustelun, jossa pohditaan yhdessa luvun keskeisia asioita tai
tyoskentelyssa esiin tulleita haastavia kohtia. Mahdollisen opetustuokion jalkeen jatka
harjoittelua luvun lopussa olevien kahden tehtavasarjan tehtavien avulla. Luonnollisesti
mitd enemman harjoittelet, sita paremmaksi tulet. Kun olet valmis, tee luvun lopussa
oleva(t) itsearviointitesti(t). Niiden tarkoitus on kertoa sinulle, oletko ymmartanyt luvun
olennaiset asiat ja kehittaa samalla oman oppimisesi arviointia, joka on tarkea
tulevaisuuden taito. Testeissa parjaaminen ei viela tarkoita, etta osaat luvun asiat
esimerkiksi kiitettavalla tasolla, vaan testit keskittyvat vahvan perusosaamisen
tutkimiseen. Ennen siirtymista seuraavaan lukuun opettaja haluaa ehka viela koota
luvussa opittuja asioita seka antaa palautetta oppimisesta ja sen etenemisesta yhteisessa

opetuskeskustelussa.



MATEMATIIKAN MERKITYKSESTA YHTEISKUNNALLE JA YKSILOLLE

Olet opiskellut matematiikkaa koko perusopetuksen ajan, joten nyt lukion matematiikan
opiskelun alussa on hyva hetki pohtia, miksi sita opiskellaan. Oletkin saattanut pohtia sita
ystavasi, opettajasi tai vanhempiesi kanssa. Kysymys on saattanut liittya johonkin tiettyyn
matematiikan tunneilla kasiteltyyn aiheeseen tai koko oppiaineeseen. En tieda, mihin
johtopaatokseen mahdollisesti tulit, mutta kuten hyvat kysymykset usein ovat, niihin voi

olla vaikeaa vastata.

Voidaan tokki sanoa, ettd matematiikkaa opiskellaan, jotta sita voitaisiin soveltaa jossakin
ilmeisessa arkisessa toiminnassa kuten kaupankaynnissg, tilastojen tekemisessa tai
fysikaalisten ilmididen mallintamisessa. Voidaan my®s sanoa, etta jotakin tiettya
matematiikan aihetta opiskellaan, koska sitda mahdollisesti tarvitaan tulevissa opinnoissa.
Haastavaksi vastaamisen tekee se, ettd matematiikka sisaltyy niin erottumattomana osana
meidan yhteiskuntaamme ja kulttuuriimme, ettd emme aina oikein edes huomaa, miten
sita hyddynnetaan ymparilldmme. Eldimet eivat tarvitse matematiikkaa selvitakseen
hengissa, joten valttdamatonta ihmiskunnan selviamiselle matematiikka ei ole, mutta

nykyisenkaltaiselle yhteiskunnalle matematiikka on elintarkeata.

Tarkastellaan esimerkiksi lukuja. Tahtiteteen professori Tapani Markkanen on todennut,

etta

"lukukdsitteen synty on sekd thmislajin ettd yksilon kannalta
mullistavimpia edistysaskeleita.

TEHTAVA 0.1: MIKSI LUVUT OVAT MARKKASEN MIELESTA IHMISKUNNALLE NIIN TARKEITA?

Pohdi parin kanssa, minkalainen ihmiskunta olisi, jos se ei osaisi kasitella lukumaaria luvuilla.

Voisimmeko aanestaa? Tietdaisimmeko ikamme?

Edellisen tehtdvan pohdinnan kautta ehkd huomaat, ettda matematiikkaa lukujen
muodossa on ihmisten luomassa yhteiskunnassa kaikkialla. Vaikka paallisin puolin luvut
vaikuttavatkin melko yksinkertaiselta ihmismielen keksinndlta, niin matematiikan kehitys
on vuosituhansien saatossa on puskenut ymmarrystamme lukujen moninaisuudesta

eteenpain.

Kokonaisluvut ovat hyvia lukumaarien laskemiseen, mutta kun halutaan verrata

esimerkiksi lukumaaria toisiinsa, huomataan, etteivat ne pelkastaan riita. Esimerkiksi



kuinka moninkertaisesti Ronaldo (35) teki maaleja verrattuna Messiin (26) La Ligassa

kaudella 2015-2016? Taman ratkaisemiseen tarvitaan matemaattisia keksintdja,

35

laskutoimituksia, ja vastaukseksi saatu luku % on luku yhden ja kahden valissa, eli se ei

ole kokonaisluku. Meidan yhteiskunnassamme murtoluvut ja niillad laskeminen opitaan
perusopetuksessa, mutta ihmiskunnalle niiden kehittaminen on ollut suurten

ponnistuksien ja oivalluksien tulos.

Murtolukujakin monimukaisempiin lukuihin olet myds tormannyt perusopetuskessa.
Yldkoulun matematiikasta muistat ehka Pythagoraan lauseen, joka sanoo, etta

suorakulmaisen kolmion kateettien pituuksien a ja b suhde hypotenuusan pituuteen ¢ on
a’+ b2 =2,

Ehka sinulle herasi yldkoulussa kysymys, miksi tallaistakin pitaisi osata. Yksinkertainen
vastaus olisi se, etta sen avulla pystytaan laskemaan erilaisten suorakulmaisten
kolmioiden sivujen pituuksia. Tama on merkittava syy ja osoittaa Pythagoraan lauseen
voiman, silla se patee kaikkiin suorakulmaisiin kolmioihin. Tama on kuitenkin vain

pintaraapaisu.

Yksi ihmismielta askarruttanut arvaamaton tulos Pythagoraan lauseesta saadaan, kun
laitetaan a:n ja b:n tilalle luku 1. Huomaat, etta ¢ saa hyvin oudon arvon. Tama arvo on
esimerkki irrationaaliluvusta, luvusta joka ei ole murtoluku, eli sita ei voi esittaa kahden
kokonaisluvun suhteena. Taman antiikin kreikkalaiset pystyivat todistamaan, ja se
saatetaan myos todistaa kurssissa MAA11. Kesti jokunen tuhat vuotta, kunnes
aarettdmyydesta ja aarettomista joukoista ymmarrettiin matemaattisesti niin paljon, etta
1800-luvulla pystyttiin todistamaan, etta naita irrationaalilukuja on tietyssa mielessa

enemman kuin rationaalilukuja. Kuten matematiikan professori Olli Martio on todennut:

"Muutaman tuhannen vuoden takaiset matematiikan tulokset, kuten
suorakulmaista kolmiota koskeva Pythagoraan lause, muodostavat edelleen
thmiskunnan kulttuuriperinnon kivijalan.

Edella puhuttiin todistamisesta. Pythagoraan lauseen tunsivat viimeistaan pythagoralaiset
noin 500 e.a.a., mutta mista tiedamme, etta se tosiaan patee kaikille suorakulmaisille
kolmioille? Pystymme todistamaan Pythagoraan lauseen todeksi ja olet ehka nahnyt

erilaisia todistuksia sille.

Olemme tottuneita hydédyntamaan monia tosina pitdamiamme matematiikan tuloksia. Ne
erottaa mielipiteista tai luuloista se, ettd ne voidaan todistaa paikkaansa pitaviksi.

Todistaminen ei aina ole kovin yksinkertaista. Jos olet esimerkiksi alakoulussa oppinut


https://fi.wikipedia.org/wiki/Cantorin_diagonaaliargumentti
http://www.tieteessatapahtuu.fi/0204/martio.pdf
http://matematiikkalehtisolmu.fi/2000/mathist/html/kreikka/index.html#pythagoras
https://www.youtube.com/watch?v=hMHuDpKyE3Q

jakamaan lukuja jakokulmassa, et todennakdisesti vield ole nahnyt todistusta sille, etta
jakokulma todellakin toimii. Todistus vaatii tiedon jakoyhtalén totuudesta, jota tutkitaan

esimerkiksi kurssilla MAA11 tai yliopiston ensimmaisilla algebran kursseilla.

Monia matemaattisia totuuksia ei olla viela [6ydetty. Matemaatikot eri puolilla maailmaa
tyoskentelevat paraikaa lukemattomien matemaattisten ongelmien parissa, etsien niiden
totuutta. Yksi maailman tunnetuimmista matemaattisista ongelmista oli, onko olemassa
positiiviset kokonaisluvut ¢, b ja ¢, jotka toteuttavat Pythagoraan lauseen yhtaléa
muistuttavan yhtaldn

a+b" =",

jos n on lukua 2 suurempi luonnollinen luku. Kysymyksen esitti antiikin kreikkalainen
matemaatikko Diofantos ja ranskalainen matemaatikko Pierre Fermat kirjoitti 1600-luvulla

|oytaneensa vastauksen. Hanen vastaustaan ei kuitenkaan koskaan loydetty.

Kului yli 300 vuotta ja useiden aikansa nerokkaimpien matemaatikoiden yrityksia kunnes
brittildinen matemaatikko Andrew Wiles selvitti taman Fermat'n suureksi lauseeksi
kutsutun ongelman. Vastaus on, etta sellaista lukua » ei ole olemassa. Taman

selvittamiseksi Wiles joutui kehittdmaan runsaasti uutta matemaattista teoriaa.
TEHTAVA 0.2: RATKAISEMATON ONGELMA

Etsi yksi matemaattinen ongelma, jota ihmiskunta ei vield ole pystynyt ratkaisemaan. Sinun ei tarvitse

kokonaan ymmartaa mista ongelmassa on kyse, mutta yrita selittaa se ystavallesi niin hyvin kuin pystyt.

VINKKI

Laita hakukoneeseen “Luettelo ratkaisemattomista matemaattisista ongelmista”.

Sinulle on ehka kerrottu, ettd matematiikan opiskelu harjaannuttaa ajattelun taitoa. Tama
ei luonnollisesti ole matematiikan erityisoikeus, vaan eri oppiaineet harjaannuttavat
erilaisia ajattelun taitoja. Kuten ylla on pohdittu, voidaan kuitenkin sanoa, etta

ihmiskunnan kehityksen kannalta matemaattisen ajattelun merkitys on ollut merkittava.

Matematiikka on aikojen saatossa kehittynyt monitahoiseksi tieteeksi. Kansainvalisessa
luokittelussa matematiikka on jaettu noin 50 paaryhmaan ja nama edelleen aliryhmiin.
Kussakin naista on omat avoimet ongelmansa, joita matemaatikot ympari maailmaa
yrittavat ratkaista. Esimerkiksi algebra tutkii laskutoimituksia, geometria ja logiikka

todistamista seka matematiikan perusteita.

Akateemikko Olli Lehto on todennut:


https://fi.wikipedia.org/wiki/Jakoyht%C3%A4l%C3%B6
https://jyx.jyu.fi/dspace/bitstream/handle/123456789/18448/URN_NBN_fi_jyu-200803251286.pdf?sequence=1
http://www.ams.org/msc/msc2010.html
http://www.tieteessatapahtuu.fi/896/lehto.html

"Pohjimmaltaan paljolti matematiikkaan perustuva luonnontieteellis-
teknologinen tieto on edellytyksena menestymiseen taloudellisessa .. .= .
kilpailissa, se on %)_()h]_ana hteiskuntaa ohjaaville poliittisille padatoksille, ja
sitd tarvitaan kestdvan kehityksen turvaamisessa.

Kuka tietaa mika matematiikan ja matemaattisen ajattelun muoto seuraavaksi mullistaa
yhteiskuntaamme!

Luvut ja laskutoimitukset
LUVUN TAVOITTEET

Taman luvun tavoitteena on, etta hallitset reaalilukujen peruslaskutoimitukset ja
laskujarjestyksen. Osaat

o antaa esimerkkeja eri lukualueisiin kuuluvista luvuista

(o}

paatella lopputuloksen etumerkin yhteen- ja vahennyslaskussa seka kerto- ja
jakolaskussa

o laskea murtolukujen summia, erotuksia, tuloja ja osamaaria
o muodostaa annetun luvun vastaluvun ja kaanteisluvun

o muuttaa sekaluvun tai desimaalimuodossa esitetyn rationaaliluvun
murtolukumuotoon

o hyddyntaa reaalilukujen laskulakeja padssalaskujen helpottamisessa.

Lisaksi tiedat, etta maaritelma on matematiikassa sopimus siita, mita jollakin
kasitteella tarkoitetaan.

LUONNOLLISET LUVUT JA KOKONAISLUVUT

Aloitamme taman kappaleen tekemalla sopimuksen siita, mita tarkoitetaan, kun puhutaan

luonnollisista luvuista. Tallaista sopimusta siita, mita jokin nimitys tarkoittaa, sanotaan



matematiikassa mddritelméksi. Luonnollisten lukujen maaritelma siis kertoo, mita

luonnollisilla luvuilla tarkoitetaan.

MAARITELMA: LUONNOLLISET LUVUT

Lukumaarien ilmaisemiseen kaytettavia lukuja 0, 1, 2, 3, 4, ... kutsutaan

luonnollisiksi luvuiksi. Luonnollisten lukujen joukkoa merkitaan kirjaimella N. Siis

N=1{0,1,23,4,..}.

Luonnollisten lukujen maaritelmasta on kaksi erilaista versiota. Talla kurssilla kaytetaan
edelld esitettya maaritelmaa, jonka mukaan myds luku 0 on luonnollinen luku. Joissakin
kirjoissa kaytdssa on maaritelma, jossa luonnollisilla luvuilla tarkoitetaan lukuja 1, 2, 3, 4,

.... Siitd, kumpi maaritelma on parempi, ei ole paasty yksimielisyyteen.

Luonnollisia lukuja voidaan laskea yhteen ja kertoa keskendan, ja tulos on aina
luonnollinen luku. Vahennyslaskun ja jakolaskun tulokset sen sijaan eivat valttamatta ole
luonnollisia lukuja. Jotta kaikki vdhennyslaskut voidaan laskea, taytyy siirtya luonnollisten

lukujen joukosta kokonaislukujen joukkoon.
TEHTAVA 1.1: LUONNOLLISTEN LUKUJEN YHTEEN- JA KERTOLASKU

a) Tee piirros, joka havainnollistaa laskutoimitusta 2 + 4.

(

(b) Tee piirros, joka havainnollistaa laskutoimitusta 2 - 3.
(c) Tee piirros, joka havainnollistaa laskutoimitusta 3 - 2.
(

d) Mita eroa b- ja c-kohtien laskuilla on? Entd mita yhteista niilla on?

TEHTAVA 1.2: LUONNOLLISISTA LUVUISTA KOKONAISLUKUIHIN

(a) Keksi esimerkki luonnollisista luvuista m ja n, joilla erotus m — n on luonnollinen luku.
(b) Keksi esimerkki luonnollisista luvuista m ja n, joilla erotus m — » ei ole luonnollinen luku.

(c) Mika ehto lukujen m ja n pitaa toteuttaa, jotta erotus m — n on luonnollinen luku? Selitd omin
sanoin.

Sovitaan seuraavaksi, mita tarkoitetaan, kun puhutaan kokonaisluvuista:


https://matta.hut.fi/matta2/isom/html/reaalilv2.html
http://mathworld.wolfram.com/NaturalNumber.html

MAARITELMA: KOKONAISLUVUT

Kokonaislukuja ovat luvut 0, 1, —1, 2, =2, 3, =3, 4, —4, .... Kokonaislukujen joukkoa

merkitaan kirjaimella Z. Siis

Z=10,1,-1,2, —2,3, —3,...}.

Kokonaislukujen yhteen- ja vahennyslaskua voi havainnollistaa lukusuoralla. Tarkastellaan
aluksi summaa 3 + 4 ja erotusta 3 — 4. Luvun 4 lisddminen vastaa lukusuoralla siirtymista

nelja yksikkda oikealle:

+4

LY Y YN

3 T=3+4

Luvun 4 vahentaminen vastaa puolestaan siirtymista nelja yksikkda vasemmalle:

—4

LYY YN

3—4=-1 3
TEHTAVA 1.3: YHTEEN- JA VAHENNYSLASKU

Havainnollista lukusuoralla samaan tapaan kuin edella

(@) summaa-2+5

(b) erotusta—2-5.

Enta miten tulkitaan summa 3 + (— 4)? Negatiivisen luvun lisadminen tulkitaan

vahennyslaskuna:

3+(-4)=3-4

Tama on jarkeva tulkinta myds siksi, etta arkijarjenkin mukaan laskuista3 +4ja3 +(—4)
taytyy tulla eri tulos. Jos lukuun 3 lisataan luku 4, lilkkutaan lukusuoraa oikealle. Jos lukuun

3 lisataan luku —4, on talldin loogista liikkua lukusuoraa vasemmalle.

Tarkastellaan viela erotusta 3 — ( — 4). Edella todettiin, etta jos lukuun 3 lisataan luku —4,

liikutaan lukusuoraa vasemmalle. Nyt luvusta 3 vahennetaan sama luku —4, joten on



loogista liikkkua lukusuoraa painvastaiseen suuntaan eli oikealle. Negatiivisen luvun

vahentaminen antaa siis saman tuloksen kuin positiviisen luvun lisdaaminen:
3-(—4=3+4.
—(=4)
LYY YN

3 7

TEHTAVA 1.4: YHTEEN- JA VAHENNYSLASKU

Havainnollista lukusuoralla samaan tapaan kuin edella

(@) summaa-2+(-5)

(b) erotusta—2—(-15).

Kokonaislukujen joukossa kaikilla luvuilla on olemassa niin sanottu vastaluku.

Seuraavassa maaritelmassa sovitaan, mita vastaluku tarkoittaa:

MAARITELMA: VASTALUKU

Luvun a vastaluku —a tarkoittaa lukua, joka lisattyna lukuun a antaa tuloksen 0:

at(—a)=0.

TEHTAVA 1.5: VASTALUKU

(a) Mika on luvun 3 vastaluku?
(b) Mika on luvun -6 vastaluku? Kirjoita vastaus kahdella erilaisella tavalla.

(c) Merkitse kaikki a- ja b-kohtien luvut lukusuoralle. Vertaa luvun ja sen vastaluvun etaisyytta
nollaan. Mita voit sanoa siita? Selita omin sanoin.

Vastaluvun avulla erotus voidaan muuttaa summaksi, silla kuten edella todettiin,
vastaluvun lisdaminen vastaa vahennyslaskua: 3 — 4 = 3 + ( — 4). Toisaalta summa voidaan

muuttaa erotukseksi, silla vastaluvun vahentaminen vastaa yhteenlaskua: 3 +4 =3 — (—4).
TEHTAVA 1.6: VASTALUKU

(@) Kirjoita erotukset 15 — (- 8) ja —23 — 4 summina. Tarkista laskemalla tulokset.
(b) Kirjoita summat 75 + (- 32) ja 843 + 59 erotuksina. Tarkista laskemalla tulokset.
(c) Muodosta saanto, jolla voit kirjoittaa erotuksen a — » summana.

(

d) Muodosta saanto, jolla voit kirjoittaa summan a + b erotuksena.



Myds kokonaislukujen kertolaskua voi havainnollistaa lukusuoralla. Esimerkiksi tuloja 2 - 3

ja2 - (—3)on havainnollistettu alla:

0 6=2-3
2.(-3)=-6 0

Enta miten paatella sellaisten tulojen etumerkki, joissa ensimmainen tulon tekija on
negatiivinen? Se onnistuu vastaluvun kasitteen avulla. Esimerkiksi tuloa —2 - 3 voidaan

ajatella edellad havainnollistetun tulon 2 - 3 vastalukuna, joten
-2-3= 6.

Tuloa -2 - (— 3) voidaan puolestaan ajatella edelld havainnollistetun tulon 2 - ( — 3)

vastalukuna, joten

—2.(-3)= - (-6)=6.
TEHTAVA 1.7: TULON ETUMERKKI

(@) Keksi kaksi esimerkkia tilanteista, joissa kertolaskun ab tulos on positiivinen.
(b) Keksi kaksi esimerkkia tilanteista, joissa kertolaskun ab tulos on negatiivinen.
(c) Selitd omin sanoin, milloin kertolaskun ab tulos on positiivinen ja milloin negatiivinen.

(d) Millaisissa tilanteissa kertolaskun ab tulos on nolla?

TEHTAVA 1.8: KERTOLASKU

Laske seuraavat tulot:
(@) 7-4
(b) —8-(-7)
(c) -5-4

(d) 9-(-3)

RATIONAALILUVUT



Kokonaislukujen summat, erotukset ja tulot ovat aina kokonaislukuja. Kahden
kokonaisluvun osamaara sen sijaan ei valttamatta ole kokonaisluku. Jotta kaikki jakolaskut

voidaan laskea, taytyy siirtya kokonaislukujen joukosta rationaalilukujen joukkoon.
TEHTAVA 1.9: KOKONAISLUVUISTA RATIONAALILUKUIHIN

Keksi esimerkki kokonaisluvuista m ja n, joilla osamaara —
n

(a) on kokonaisluku.
(b) eiole kokonaisluku.

(c) Mikéa ehto lukujen m ja n pitaa toteuttaa, jotta tarkasteltu osamaara on kokonaisluku? Selita
omin sanoin.

MAARITELMA: RATIONAALILUVUT

Rationaalilukuja ovat luvut, jotka voidaan kirjoittaa murtolukumuodossa

2

m
n

missa osoittaja m ja nimittdja n ovat kokonaislukuja ja n # 0.

Rationaalilukujen joukkoa merkitaan kirjaimella Q.

TEHTAVA 1.10: RATIONAALILUVUT

Ovatko seuraavat luvut rationaalilukuja? Esitd ne murtolukumuodossa, jos mahdollista.
(a) 3
(b) 0,5
(c) -o,1
(

d) o0,75.

Jos murtolukumuodossa esitettyja rationaalilukuja lasketaan yhteen, pitaa luvut ensin

laventaa samannimisiksi. Tarkastellaan esimerkiksi summaa

oo | W
+
Nl

Siina esiintyvia lukuja voidaan havainnollistaa alla olevilla piirroksilla.



Ensimmaisessa suorakulmiossa sinisella on varitetty kolme kahdeksasosaa koko
suorakulmiosta. Toisessa suorakulmiossa sinisella on varitetty viisi kuudesosaa koko

suorakulmiosta.

Jaetaan ensimmainen suorakulmio pystysuunnassa kuuteen osaan ja toinen suorakulmio

vaakasuunnassa kahdeksaan osaan, jolloin tilanne nayttaa talta:

Nain kumpikin suorakulmio tulee jaetuksi 48 osaan. Kuvioista voidaan laskea, etta

ensimmaisessa suorakulmiossa sinisella on varitetty I koko suorakulmiosta. Toisessa

: A s 40 : s .
suorakulmiossa sinisella on varitetty m koko suorakulmiosta. Jarjestetaan palat uudelleen

siirtamalld mahdollisimman monta varitettya palaa ensimmaiseen suorakulmioon. Nain

10

nahdaan, etta yhteensa sinisella on varitetty yksi kokonainen suorakulmio ja lisaksi m

: : : . 38 , :
toisesta suorakulmiosta eli yhteensa m yhden suorakulmion pinta-alasta.

Piirroksesta nahdaan, etta joka toinen vaakasuuntainen jakoviiva voidaan jattaa pois:

Tulos voidaan siis ilmoittaa supistetussa muodossa



29
24°

TEHTAVA 1.11: YHTEENLASKU

- 2 1
Tehtavana on laskea summa g + g

(a) Piirra kaksi samanlaista suorakulmiota. Havainnollista kumpaakin yhteenlaskettavaa
varittamalla sita vastaava osa suorakulmiosta. Jaa ensimmainen suorakulmio sopiviin osiin
vaakaviivoilla ja toinen pystyviivoilla.

(b) Lavenna yhteenlaskettavat samannimisiksi jakamalla kumpikin suorakulmio viela
pienempiin osiin samaan tapaan kuin edellisessa esimerkissa.

(c) Laske summa ja havainnollista tulosta piirtamalla kolmas suorakulmio. Tarkista, etta tulos ja
piirrokset ovat sopusoinnussa keskenaan.

Edella havaittiin piirroksen avulla, etta
58 29
48 24
Tahan tulokseen paastaan myods huomaamalla, etta seka osoittaja 58 etta nimittaja 48 ovat

kahdella jaollisia. Voidaankin kirjoittaa

58 2-29

48 224
Kahdella kertominen ja jakaminen kumoavat toisensa, joten ne voidaan supistaa pois:
58 29
ranEYe
Luku 29 ei ole jaollinen milladn ykkdsta suuremmalla luvulla paitsi itselldan, joten

supistamista ei voi jatkaa taman pidemmalle.
TEHTAVA 1.12: SUPISTAMINEN

Supista seuraavat luvut mahdollisimman pitkalle:
2
a —
@ 3
8
b —
(b)

15

(c) E

20
100°

( TEHTAVA 1.13: SUPISTAMINEN



Kaksi opiskelijaa treenasi murtoluvuilla laskemista. Opiskelija A laski oman tehtavansa seuraavasti:

6+8
T:2+8:10.

Opiskelija B puolestaan laski oman tehtavansa nain
6-8
— =2-8=16.
(a) Mita eroa opiskelijoiden A ja B tehtavilla oli? Selita omin sanoin.
(b) Kumpi heista paatyi oikeaan lopputulokseen omassa laskussaan? Missa toinen teki virheen?

(c) Kirjoita ohje, jonka avulla tallaisilta virheilta valtytaan jatkossa.

TEHTAVA 1.14: VAHENNYSLASKU

- 6 3
Tehtavana on laskea erotus S

(a) Piirra kaksi samanlaista suorakulmiota. Havainnollista kumpaakin yhteenlaskettavaa
varittdmalla sita vastaava osa suorakulmiosta. Jaa ensimmainen suorakulmio sopiviin osiin
vaakaviivoilla ja toinen pystyviivoilla.

(b) Lavenna yhteenlaskettavat samannimisiksi jakamalla kumpikin suorakulmio viela
pienempiin osiin samaan tapaan kuin edellisessa esimerkissa.

(c) Laske erotus ja havainnollista tulosta piirtamalla kolmas suorakulmio. Tarkista, etta tulos ja
piirrokset ovat sopusoinnussa keskenaan.

TEHTAVA 1.15: YHTEEN- JA VAHENNYSLASKU

Laske

ol W»
+
NS

(a)

W

(b) - -

,\
(@]
o
W
+
O |

TEHTAVA 1.16: YHTEEN- JA VAHENNYSLASKU

Muodosta saanto, jonka mukaan saadaan laskettua

a C
(@) summa 5 + =

U

(b) erotus a.<
b d



Voit selittad omin sanoin ja kayttaa apuna edellisia tehtavia.

Kun murtolukua kerrotaan kokonaisluvulla, voidaan tilanne palauttaa yhteenlaskuun.
Esimerkiksi

2 2 2 2 2+42+2 3-2
e — = = 4+ — 4+ - = = =
77 7 7 7 7

6

TEHTAVA 1.17: KOKONAISLUVULLA KERTOMINEN
2
(a) Laskes - o

(b) Muodosta saanto, jonka mukaan saadaan laskettua tulo a - —.
C

Tarkastellaan seuraavaksi tuloa

o | W
AN D

5
Tama kertolasku voidaan tulkita niin, etta otetaan kolme kahdeksasosaa luvusta x

Ensimmaisessa suorakulmiossa sinisella on varitetty viisi kuudesosaa koko
suorakulmiosta. Toisessa suorakulmiossa tasta varitetysta alueesta on otettu kolme

kahdeksasosaa, jolloin jaljelle on jaanyt
15
48
Jaljelle jdaneet varitetyt palat voidaan jarjestaa uudelleen, jolloin huomataan, etta

pystysuuntaisia jakoviivoja voidaan vahentaa:

Tulos voidaan siis ilmoittaa supistetussa muodossa



TEHTAVA 1.18: KERTOLASKU

Edella paateltiin, etta

(@) Selitd omin sanoin, mita murtolukujen osoittajille ja nimittdjille pitaa tehda, etta paatyy
tallaiseen tulokseen.

(b) Muodosta saanto, jonka mukaan saadaan laskettua tulo

S

a
5 .

TEHTAVA 1.19: KERTOLASKU

N —

2
Tehtavana on laskea tulo 3

(a) Piirra kaksi samanlaista suorakulmiota. Jaa ensimmainen suorakulmio vaaka- tai
pystyviivoilla kuuteen osaan ja varita siita yksi kuudesosa.

(b) Jaatoinen suorakulmio samalla tavalla kuuteen osaan ja sen jalkeen toisessa suunnassa
viiteen osaan. Varita kaksi viidesosaa siita alueesta, jonka varitit ensimmaisesta suorakulmiosta.

(c) Paattele kertolaskun tulos piirroksestasi. Saatko saman tuloksen laskemalla? Jos
mahdollista, supista lopputulos.

TEHTAVA 1.20: KERTOLASKU

Laske
)2
6 ;>
© 33
0t



MAARITELMA: KAANTEISLUKU

Oletetaan, etta a on rationaaliluku ja a # 0. Luvun a kdanteisluku

a

tarkoittaa lukua, joka luvulla a kerrottuna antaa tuloksen 1:

TEHTAVA 1.21: KAANTEISLUKU

(a) Mika on luvun 4 kaanteisluku? Anna vastaus murtolukumuodossa ja
desimaalilukumuodossa.

(b)  Mika on luvun 3 kaanteisluku? Anna vastaus murtolukumuodossa ja
desimaalilukumuodossa.

Tutkitaan viela rationaalilukujen jakolaskua. Aloitetaan yksinkertaisesta tapauksesta:

miten voi havainnollistaa jakolaskua 5:2? Alla on kuvattu luku 5 viitena varillisena neliéna.

Kun luku 5 jaetaan kahdella, katsotaan, kuinka monta kahden nelién kokoista

suorakulmiota naista varillisista nelioista voidaan muodostaa:

Nahdaan, etta kahden nelion kokoisia suorakulmioita saadaan 2, 5. Siis

> 2,5
2 O
Tarkastellaan seuraavaksi jakolaskua
35
86

Toimitaan samaan tapaan kuin edella. Katsotaan, kuinka monta viittd kuudesosaa voidaan

muodostaa kolmesta kahdeksasosasta:



Ensimmaisessa suorakulmiossa sinisella on varitetty kolme kahdeksasosaa koko
suorakulmiosta. Yritetaan tayttaa varitetylla alueella viisi kuudesosaa toisesta

suorakulmiosta. Paloja jarjestelemalld huomataan, ettd halutusta alueesta saadaan

. . 18
taytettya

| T
-=J -=-J
1 I
-=- - =
I I
-7 -7
-4 S
| I
] -=
| I
-TA T
-4 -1
|

Varitetyt palat voidaan jarjestaa uudelleen, jolloin huomataan, etta pystysuuntaisia

jakoviivoja voidaan vahentaa:

Tulos voidaan siis ilmoittaa supistetussa muodossa

20
TEHTAVA 1.22: JAKOLASKU
Edella paateltiin, etta
35 18
86 40
3 . .18
(a) Milla luvulla luku 3 pitaisi , etta tuloksena olisi E?

a ¢
(b) Muodosta saanto, jonka mukaan jakolasku 57 muutetaan kertolaskuksi.

TEHTAVA 1.23: JAKOLASKU



Tehtavana on laskea osamaara

W | W
|

(a) Piirra kaksi samanlaista suorakulmiota. Jaa ensimmainen suorakulmio vaakaviivoilla viiteen
0saan ja varita siita kolme viidesosaa. Jaa ensimmainen suorakulmio taman jalkeen pystyviivoilla
seitsemaan osaan.

(b) Jaatoinen suorakulmio samalla tavalla vaakasuunnassa viiteen osaan ja pystysuunnassa
suunnassa seitsemaan osaan. Varita yhta monta pienta suorakulmiota kuin ensimmaisessakin
suorakulmiossa, mutta niin, etta viimeinen pystysarake jaa tyhjaksi.

(c) Paattele jakolaskun tulos piirroksestasi. Saatko saman tuloksen laskemalla? Jos mahdollista,
supista lopputulos.

TEHTAVA 1.24: JAKOLASKU

Laske
o !
© 33
(d) i%

TEHTAVA 1.25: MURTOLUVUILLA LASKEMINEN

Harjoittele murtoluvuilla laskemista tdman pelin avulla. Saat kayttaa kynaa ja paperia apuna. Pelin

tavoitteena on saada kymmenen oikeaa vastausta perakkain.

Pelissa kaytetaan jakoviivana merkkia /. Esimerkiksi yksi kolmasosa merkitaan 1/3. Anna vastaukset

mahdollisimman supistetussa muodossa.

7
Joskus murtolukujen yhteydessa esiintyy niin sanottuja sekalukuja. Esimerkiksi luku 3

saatetaan ilmoittaa muodossa

Tasta merkinnasta nakyy suoraan luvun kokonaisosa, joka on 2. Sekaluku on oikeastaan
lyhennysmerkinta summalle:


https://www.geogebra.org/m/kbRCOjlQ

Sekalukumuodossa annetut luvut kannattaakin aina muuttaa tavalliseen
murtolukumuotoon ennen laskutoimituksia. Huomaa, etta negatiivisen sekaluvun

etumerkki vaikuttaa myods murtolukuosaan:

TEHTAVA 1.26: SEKALUVUT

1 11
(a) Muuta Iuvut45 ja 76% murtolukumuotoon.

12 16
(b) Muuta luvut < ja e sekalukumuotoon.

Rationaaliluvut voidaan murtolukumuodon lisaksi esittda desimaalimuodossa. Esimerkiksi

3365
_ = 5
673
45
— = 5,625
8

3
— = 0,1363636363636...
22

Rationaaliluvun desimaalimuoto voi siis olla paattyva, tai paattymaton ja jaksollinen.
Joillakin rationaaliluvuilla jakso on niin pitka, etta laskimen antama likiarvo nayttaa
jaksottomalta: esimerkiksi

18
— = 0,061016949153...
295

Voidaan kuitenkin osoittaa, etta kaikki rationaalilukujen paattymattémat

desimaalikehitelmat ovat jaksollisia.
TEHTAVA 1.27: DESIMAALIMUODOSTA MURTOLUKUMUOTOON

Muuta murtolukumuotoon ja supista mahdollisimman pitkalle

(@) 0,1



(b) 0,64

(c) 2376.

TEHTAVA 1.28: DESIMAALIMUODOSTA MURTOLUKUMUOTOON

Tehtdvana on muuttaa luku ¢ = 0,618181818... murtolukumuotoon.

(a) Kerro luku ¢ luvulla 100.
(b) Laske erotus 100g — g. Onko sen desimaalimuoto paattyva vai paattymaton?

(c) Mita on 99¢? Ratkaise saamastasi yhtalosta luvun ¢ murtolukumuoto. Tarvittaessa lavenna
niin, etta seka osoittaja etta nimittaja ovat kokonaislukuja. Supista lopuksi, jos mahdollista.

TEHTAVA 1.29: DESIMAALIMUODOSTA MURTOLUKUMUOTOON

Sovella edellisen tehtavan menetelmaa ja muuta luku g = 0,9999999... murtolukumuotoon.

REAALILUVUT

Edes rationaaliluvut eivat riita kaikkien asioiden mittaamiseen. Esimerkiksi alla kuvatun

nelidn, jonka sivun pituus on 1, halkaisijan pituus x on luku, jota ei voi esittaa

murtolukumuodossa.

1

Pythagoraan lauseen mukaan halkaisijan pituus saadaan yhtalosta

12412 = x?

eli



x2=2.

On kuitenkin mahdollista nayttaad, ettd minkaan rationaaliluvun toinen potenssi ei ole 2.
Tasta voidaan paatella, etta halkaisijan pituus x ei ole rationaaliluku.

Sita positiivista lukua, jonka toinen potenssi on 2, merkitaan 2. Edell3 tarkasteltu

halkaisijan pituus on siis x = /2. Sille voidaan laskea likiarvo: \2 ~ 1,41421.

Luku ~/2 on yksi esimerkki irrationaaliluvusta eli lukusuoran luvusta, jota ei voi esittia

murtolukumuodossa. Muita irrationaalilukuja ovat esimerkiksi \/Eja .

Rationaaliluvut ja irrationaaliluvut yhdessa muodostavat reaalilukujen joukon.
Reaalilukujen joukkoa havainnollistetaan usein lukusuoralla, jonka jokainen piste esittaa

reaalilukua ja toisaalta jokaisella reaaliluvulla on vastinpisteensa.

Jokainen reaaliluku voidaan esittéa desimaalimuodossa ainakin yhdella tavalla. Kuten
aikaisemmin todettiin, rationaalilukujen desimaalikehitelmat ovat paattyvia, tai

paattymattomia ja jaksollisia. Irrationaalilukujen desimaalikehitelmat puolestaan ovat
paattymattomia ja jaksottomia.
TEHTAVA 1.30: REAALILUKUJEN DESIMAALIKEHITELMAT

Keksi jokin reaaliluku, jolla on kaksi erilaista desimaalikehitelmaa. Millaiset ne ovat? Vihje: tehtdva 29.

Jotta laskutoimituksia yhdistettdessa ei tarvittaisi valtavaa maaraa sulkuja
laskujarjestyksen osoittamiseksi, on sovittu peruslaskutoimitusten laskujarjestys, jota
kaikki reaaliluvut noudattavat. Miten sen mukaan lasketaan esimerkiksi seuraavan
lausekkeen arvo?

7-62:4-2+(3-8)2-9+1

Laskujarjestys on seuraava:

1. Ensimmaisena lasketaan sulkulausekkeet. Jos lausekkeessa on useita sulkeita,
laskeminen aloitetaan sisimmista sulkeista ja edetaan ulospain.
Esimerkkilausekkeemme nayttaa taman vaiheen jalkeen seuraavalta:

7-62:4-2+(-5)2-9+1.

2. Seuraavaksi lasketaan potenssit. Esimerkkilausekkeemme nayttaa taman vaiheen
jalkeen seuraavalta:

7—-36:4-2+25-9+1.



3. Taman jalkeen lasketaan kerto- ja jakolaskut vasemmalta oikealle.
Esimerkkilausekkeemme nayttaa taman vaiheen jalkeen seuraavalta:

7—18+225+1.

4. Viimeisena lasketaan yhteen- ja vahennyslaskut vasemmalta oikealle. Vastaukseksi
saamme siis

215.

TEHTAVA 1.31: LASKUJARJESTYS

Laske seuraavien lausekkeiden arvo:
(@) 8-7-48:8+4
(b) 8-7-48:(8+4)
() 8-(7—48:8+4)

(d) 8-7-(48:8+4)

TEHTAVA 1.32: LASKUJARJESTYS

Harjoittele oikeaa laskujarjestysta taman pelin avulla. Saat kayttaa kynaa ja paperia apuna. Pelin

tavoitteena on saada kymmenen oikeaa vastausta perakkain.

Reaalilukujen yhteenlaskun tutut ominaisuudet on nimetty seuraavasti:

o Vaihdannaisuus tarkoittaa, etta yhteenlaskettavien jarjestyksen voi vaihtaa:

at+b=>b+a.

o Liitanndisyys tarkoittaa, etta perakkaiset yhteenlaskut voi suorittaa yhta hyvin
jarjestyksessa vasemmalta oikealle tai oikealta vasemmalle:

(a+b)y+c=a+(b+c).

Koska tulos on sama riippumatta siita, miten sulut on asetettu, ne voidaan my@s jattaa
kokonaan pois.

o Osittelulain mukaan sulut voidaan kertoa auki tai voidaan erottaa yhteinen tekija:

a(b+c)=ab + ac.

TEHTAVA 1.33: LASKULAIT

Selita omin sanoin, mita tarkoittaa reaalilukujen kertolaskun
(a) vaihdannaisuus
(b) liitannaisyys.

Keksi lisaksi esimerkit, jotka havainnollistavat naita ominaisuuksia.


https://www.geogebra.org/m/TjkaWFeK

TEHTAVA 1.34: LASKULAIT

Tehtdvana on muokata seuraavat laskut vaihdannaisuuden, liitannaisyyden ja osittelulain avulla
sellaiseen muotoon, ettd ne on mahdollisimman helppo laskea paassa.

(@) Laske liitannaisyytta ja vaihdannaisuutta hyédyntaen 917 + (856 + 83).

(b) Laske liitdnnaisyytta ja vaihdannaisuutta hyodyntaen (4 - 76) - 250.

(c) Laske osittelulakia hyodyntden 769 - 7 + 769 - 3.

(d) Laske osittelulakia hyodyntaen 25 - 42.

TEHTAVASARJA I

TEHTAVA 1.35: SUMMA JA EROTUS

Ilmaise luku —5 mahdollisimman monella tavalla summana tai erotuksena lukujen 4 ja 9 seka niiden

vastalukujen avulla. Keksitkd nelja erilaista tapaa?

TEHTAVA 1.36: LASKUJARJESTYS

Laske paassa
(@) 20-3-4+5
(b) 20-(3-4+5)
() @0-3)-4+5

Onko a-kohdan lausekkeeseen mahdollista lisata sulkuja viela jollakin tavalla niin, etta tulos ei ole mikaan
edellisista? Saat kayttaa niin paljon sulkuja kuin haluat.

VASTAUS
(a) 13
(b) 3
(c) 73

TEHTAVA 1.37: VASTALUKU JA KAANTEISLUKU

Laske lukujen 3 ja —12

a) summan vastaluku

(a)
(b) vastalukujen erotus
(c) kaanteislukujen tulo
(

d) osamaaran kaanteisluku.



VASTAUS

(@) 9
(b) -15
1
(c) _g
(d) -4

TEHTAVA 1.38: VASTALUKU

Keksi esimerkki luvusta q, jolla patee

(a) —a<a
(b) —-a>a

(C) —a = a.

TEHTAVA 1.39: JAKOLASKU JA KERTOLASKU
Jakolasku ja kertolasku liittyvat toisiinsa:
—c,

jos ja vain jos a = bc. Tarkista kertolaskun avulla, ovatko seuraavat jakolaskut oikein:

@ -
682

(b) E=42

© >-1

Onko c-kohdan jakolasku mahdollista korjata oikeaksi vaihtamalla luvun 1 paikalle jokin toinen luku?
Selitd omin sanoin.

VASTAUS
(a) oikein
(b) vaarin

(c) vaarin

TEHTAVA 1.40: RATIONAALILUVUT

Jarjesta seuraavat luvut pienimmasta suurimpaan:

213 7 4

3°2°5 107 15

VASTAUS



4 1 3 2 7

1572753710
TEHTAVA 1.41: LUKUALUEET

( Keksi jokin kokonaisluku, joka ei ole luonnollinen luku.
( Keksi jokin rationaaliluku, joka on my6s luonnollinen luku.
(c) Keksijokin rationaaliluku, joka ei ole kokonaisluku.
(

d) Onko mahdollista keksia sellainen kokonaisluku, joka ei ole rationaaliluku?

TEHTAVA 1.42: KERTOLASKU JA SUPISTAMINEN

Laske seuraavat tulot. Supista ennen kertolaskujen laskemista, niin selviat helpommalla.

1 6
@ 33
2 3
(b) T
10 6
VASTAUS
2
(a) 3
I
(b) %

TEHTAVA 1.43: MURTOLUKUJEN KERTOLASKU
Laske, kuinka paljon on

3
(a) kaksiviidesosaa luvusta 2

5
(b) kolmasosa luvusta 5

5
(c) nelja viidestoistaosaa luvusta o

Havainnollista a- ja b-kohtien laskuja piirroksilla samaan tapaan kuin tehtavassa 19.

VASTAUS
(a) m

(b) =



TEHTAVA 1.44: TULOT JA OSAMAARAT

Merkitse "viidesosa luvusta a"

(a) osamaarana
(b) tulona.

VASTAUS

(a)

wm|

(b) =a

TEHTAVA 1.45: MURTOLUKUJEN JAKOLASKU

Laske

Havainnollista a- ja b-kohtien laskuja piirroksilla samaan tapaan kuin tehtavassa 23.

VASTAUS

TEMTAVA 1.46: MURTOLUKUJEN JAKOLASKU

Muuta kokonaisluku murtolukumuotoon ja laske

2 10
3

3
(b) 4:§

A
N
o
IR

:(— 6).



VASTAUS

TEHTAVA 1.47: RATIONAALILUVUN DESIMAALIMUOTO

Kirjoita seuraavat luvut desimaalimuodossa. Jos desimaalikehitelma on paattymaton, kirjoita lisaksi

nakyviin, mika sen jakso on.

9
(a) T
5
(b) T
7
(c) E
2
(d) e
VASTAUS
(@) 0,9

(b) 0,454545454545..., jakso 45
(c) 0,583333333333..., jakso 3

(d) 0,285714285714..., jakso 285714

TEHTAVA 1.48: LASKULAIT

Keksi esimerkki, joka osoittaa, etta reaalilukujen vahennyslasku ei ole

(a) vaihdannainen

(b) liitdnnainen.

TEHTAVASARJA I

TEHTAVA 1.49:

Jussi laskee paassa kertolaskun seuraavasti:



27-31=20-30+7-30+20-1+7-1
=600+210+20+7
= 837.

Onko Jussin paattely oikein? Perustele. [Lyhyt K2016/2c]

VASTAUS

Jussi on kayttanyt saantéa (10a + b)(10c + d) = 10c - 10a + 10cb + 10ad + bd, joka on pateva.

TEHTAVA 1.50:

Alpo, Sanna ja Pauli palaavat samalla taksilla ylioppilasjuhlista. Alpon jaadessa pois mittari nayttaa
21,90 €, Sannan jaadessa 28,20 € ja matkan loppusumma on 33,50 €. Matkan hinta paatetaan jakaa
seuraavalla tavalla: Alpo maksaa kolmasosan matkan alkuosuuden hinnasta. Sanna maksaa

kolmasosan alkuosuudesta ja puolet keskiosuuden hinnasta. Laskun loppuosa jaa Paulille. Kuinka

paljon kukin joutuu maksamaan? [Lyhyt K2013/4]

VASTAUS

Alpo maksaa 7,30 €; Sanna maksaa 10,45 € ja Pauli maksaa 15,75 €.

TEHTAVA 1.51:

Muuta sekaluvut murtolukumuotoon ja laske sen jalkeen:

3
"4

N —
TYES
o=

TEHTAVA 1.52:

Laske

(@) luvun —1 vastaluvun ja luvun 5 kaanteisluvun keskiarvo. [Lyhyt S2015/1a]

3 6
(b) lukujen Z ja s kaanteislukujen keskiarvo. [Lyhyt K2013/1b]



VASTAUS

TEHTAVA 1.53:

Osoita, etta luvut
NIRG
3%
ovat toistensa kaanteislukuja. [Pitka K2016/2b]
IDEA

Laske tutkittavien lukujen tulo. Saatko tulokseksi luvun 1?

TEHTAVA 1.54:

Tarkastellaan muotoa = olevia lukuja, kunm € {—1,0,1,2} jan € {2,3,4}. Maarita naista luvuista suurin
n
ja pienin. [Pitka S2015/1c]

VASTAUS

1

Suurin on 1, pienin on -5

TEHTAVA 1.55:

Mika seuraavista on luvun —a + b vastaluku?

(@) b-a
(b) a-b
(c) —a-»b

[Pitka K2016/1d; Lyhyt K2016/3d]
VASTAUS
a—b

TEHTAVA 1.56:

Kolme kaverusta lahtee kisamatkalle Tallinnaan ja varaa seitsemaksi yoksi majoituksen, jonka
kokonaishinta on 435 euroa. Kuinka paljon kunkin heista pitda maksaa, jos henkild A majoittuu kaksi

yota, henkild B kuusi yota ja henkild C kaikki seitseman yota?

VASTAUS



A maksaa 58 €, B maksaa 174 € ja C maksaa 203 €.

TEHTAVA 1.57:

Laske lausekkeen a(h — 2) + (a — b)*> — b(1 — a) arvo, kun a = 2 jabh = — 2. [Lyhyt S2013/1c]
VASTAUS
6

TEHTAVA 1.58:

Tehtavana on tdydentaa alla olevat yhtalot niin, etta ne pitdvat paikkansa. Saat kayttaa

peruslaskutoimituksia eli merkkeja +, —, - ja : seka sulkuja.
(@ 2 2 2=6
(b) 3 3 3=6

(c) 5 5 5=6

[TSEARVIOINTITEHTAVAT

Varmista, etta olet oppinut taman luvun keskeiset asiat tekemalla itsearviointitesti
opetus.tv:n polku-palvelussa. Samalla harjoittelet omien ratkaisujesi pisteyttamista

pisteytysohjeiden avulla.

Potenssi ja logaritmi

LUVUN TAVOITTEET


http://polku.opetus.tv/node/1581

Taman luvun tavoitteena on, etta hallitset potenssien laskusaannét ja tiedat, mita

logaritmilla tarkoitetaan. Osaat

o sieventaa potenssilausekkeita potenssin maaritelman tai potenssien
laskusaantdjen avulla

o ilmaista kaanteisluvun kayttaen eksponenttia —1

o kirjoittaa luvun kymmenpotenssimuodossa tiettyjen merkitsevien numeroiden
tarkkuudella

o kirjoittaa eksponenttiyhtalon ratkaisun logaritmin avulla

o kayttaa potenssin laskusaantdja eksponenttiyhtaldn ratkaisemiseen.

Lisaksi tiedat, etta matematiikassa teoreema tarkoittaa tosiasiaa, joka voidaan
perustella todeksi maaritelmista lahtien.

POTENSSIN MAARITELMA JA POTENSSEILLA LASKEMINEN

Summa, jossa kaikki yhteenlaskettavat ovat samoja, voidaan kirjoittaa tulona. Esimerkiksi

T+7+7+7=4-7
2+(=2)+(—-2)=3-(—2).
Vastaavasti tulo, jossa kaikki tulon tekijat ovat samoja, voidaan kirjoittaa potenssina.
Esimerkiksi
7-7-7-7=7%
“2:(-2) (=2 =(-2)°

MAARITELMA: POTENSS

Oletetaan, etta » on positiivinen kokonaisluku. Luvun a n:s potenssi a" tarkoittaa

tuloa a - a---a, jossa luku a esiintyy »n kertaa. Siis

an = a-a--a

n kapB’életta

Potenssilausekkeessa a” luku a on kantaluku ja luku n on eksponentti.

TEHTAVA 2.1: POTENSSIN MAARITELMA

Laske seuraavat tulot ja kirjoita ne potenssimerkinnan avulla.



(@) 2-2-2-2-2
(b) 3-3-3-3
(c) 5-5.

Keksi ainakin kaksi erilaista tapaa, jolla a- ja b-kohtien tulot voidaan laskea ilman laskinta. Selitd omin
sanoin, millaisia nama tavat ovat.

TEHTAVA 2.2: POTENSSIN MAARITELMA

Kirjoita seuraavat potenssit tuloina (kertolaskumerkintaa kayttaen) ja laske niiden arvo.

(@ (-2°

Jos kantaluku on negatiivinen, tarvitaan potenssimerkinndssa sulut. Esimerkiksi luvun —1

kolmas potenssi on
(=D’= (=D (=D (=D=1-(=D=~1
ja neljas potenssi on

(-0 = (=D (=D (=D (-D=1-1=1.
TEHTAVA 2.3: POTENSSIN MAARITELMA

Merkitse lauseke nakyviin ja laske sen arvo:

(@) luvun -6 viides potenssi

(b) luvun —10 kuudes potenssi.

TEHTAVA 2.4: POTENSSIN MAARITELMA

Palautetaan mieleen, etta luvun ¢ vastaluku on aina —c. Siis esimerkiksi luvun 3 vastaluku on -3 ja luvun

-9 vastaluku on —(—-9)=09.

(a) Laske potenssin 74 arvo.
(b) Mita eroa on merkinngilla (— 7)* ja —74? Onko jompi kumpi niistd luvun 7 vastaluku?
(c) Paattele lausekkeen (— 7)* arvo a-kohdan tuloksen avulla.

(d) Paattele lausekkeen —7% arvo a-kohdan tuloksen avulla.

Jos miinusmerkki on potenssimerkinnan edessa ilman sulkuja, vaikuttaa se koko

potenssilausekkeeseen:



—a"= — (an)_
Esimerkiksi merkintd —3° tarkoittaa potenssin 3° = 729 vastalukua:

-36= -(3%=-(3-3-3-3-3-3)= —729.
TEHTAVA 2.5: POTENSSIN MAARITELMA

Kirjoita seuraavat tulot potenssimerkinnan avulla:
(@ x-x-x-x
(b)  (2x)- (2%)- (2%)
(c) 3-3-3-3-3-a-a-a-a-a.

Keksi b- ja c-kohdissa kaksi erilaista tapaa, jolla voit kirjoittaa tulot potenssimerkintaa kayttaen.

Potenssilausekkeita voidaan sieventaa purkamalla ne tulomuotoon potenssin
madritelman mukaisesti, laskemalla kaikki mahdolliset laskut ja kokoamalla tulos jalleen
potenssimuotoon. Esimerkiksi

(5a7)2 =5a’ - 5a’
=25-a-a-a-a-—a=25"
Tﬁkappaletta

TEHTAVA 2.6: TULON POTENSSI

Kirjoita seuraavat potenssit tuloina, laske kaikki mahdolliset laskut ja ilmoita tuloksen kirjainosa

potenssimerkinnan avulla samaan tapaan kuin edellisessa esimerkissa.
(@) (6a)*
(b) (@b)°
(c) (7xy’

TEHTAVA 2.7: OSAMAARAN POTENSSI

Kirjoita seuraavat potenssit tuloina, laske kaikki mahdolliset laskut ja ilmoita tuloksen kirjainosa

potenssimerkinnan avulla.



TEHTAVA 2.8: TULON JA OSAMAARAN POTENSS

Kirjoita seuraavat lausekkeet ensin tulomuodossa ja sitten toisella tavalla potenssimerkintaa kayttaen

samaan tapaan kuin edellisissa tehtavissa:

(@) (ab)*

(b)  (ab)"

a 4
(© (l;)
o )

Potenssilausekkeiden sieventamisessa padsee aina alkuun, kun muistaa potenssin
maaritelman eli sopimuksen siitd, mita potenssi tarkoittaa. Niin myds seuraavissa

tehtavissa.
TEHTAVA 2.9: POTENSSIN POTENSS|

IImoita potenssit ensin tulomuodossa maaritelmaa kayttaen ja lausu lopputulos taas potenssina.
2
o ()
3
(b) (3%

9 ()

Tutki tehtavan lahtotilannetta ja lopputulosta. Keksitkd saannén eksponentin muodostumiselle
potenssin potenssissa?

TEHTAVA 2.10: POTENSSIN POTENSS

Kirjoita seuraavat lausekkeet potenssimerkintaa kayttden samaan tapaan kuin edellisessa tehtavassa:

(@) (@)?
(b) (@™

Edelld havaittuja potenssien laskusaantoja voi kayttaa myos toiseen suuntaan. Siis



ab" = (ab)"

a” a\n
(i)
a™n = (aM)n

Seuraavaksi tutkitaan, mita eksponenteille tapahtuu, jos kerrotaan tai jaetaan potensseja,
joilla on sama kantaluku.

TEHTAVA 2.11: SAMANKANTAISTEN POTENSSIEN TULO

Kirjoita lauseke ensin tulomuodossa. Kirjoita lopputulos sen jalkeen potenssimerkintaa kayttaen.
(a) 23.24
(b) 42.47

(€ (=3)* (=35

Tutki tehtavan lahtétilannetta ja lopputulosta a-, b- ja c-kohdissa. Keksitkd saannén eksponentin
muodostumiselle samankantaisten potenssien tulossa?

TEHTAVA 2.12: SAMANKANTAISTEN POTENSSIEN OSAMAARA

Kirjoita osoittaja ja nimittdja ensin tulomuodossa ja supista. Kirjoita lopputulos sen jalkeen
potenssimerkintaa kayttaen.

(a) —

(b) =

~
|
\)
~
o]

(c)

~

(-2

Tutki tehtavan lahtétilannetta ja lopputulosta a-, b- ja c-kohdissa. Keksitkd saannén eksponentin
muodostumiselle samankantaisten potenssien osamaarassa?

TEHTAVA 2.13: SAMANKANTAISTEN POTENSSIEN TULO JA OSAMAARA

Kirjoita seuraavat lausekkeet potenssimerkintaa kayttaen samaan tapaan kuin edellisissa tehtavissa:



NEGATIIVINEN EKSPONENTTI JA EKSPONENTTI NOLLA

Edellisessa kappaleessa sovittiin, mita tarkoitetaan potenssilla a”, missa » on positiivinen
kokonaisluku. Sen jalkeen tutkittiin, millaisia laskulakeja potenssilausekkeet noudattavat.

Huomattiin esimerkiksi, ettd samankantaisten potenssien osamaaralle patee saanté

Jos tassa luku m sattuu olemaan pienempi kuin luku r, joudutaan kuitenkin ongelmalliseen

tilanteeseen. Esimerkiksi

Huomataan, etta tarvitaan sopimus myos siita, mita potenssilla tarkoitetaan tilanteessa,

jossa eksponentti on negatiivinen kokonaisluku tai nolla.

MAARITELMA: POTENSSI

Oletetaan, ettéd a # 0 ja n on positiivinen kokonaisluku. Potenssit a®ja a ™"

maaritelladan seuraavasti:

Potenssin «” arvo on siis 1 ja potenssi a " on potenssin a” kdanteisluku.

TEHTAVA 2.14: NEGATIIVINEN EKSPONENTTI JA EKSPONENTTI NOLLA

Laske seuraavat potenssit ylla olevaa maaritelmaa kayttaen:




TEHTAVA 2.15: NEGATIHVINEN EKSPONENTTI JA EKSPONENTTI NOLLA

Kirjoita seuraavat lausekkeet potenssimuodossa:

(a) —

(b) —

(e)

oo | —

Keksi ainakin kaksi erilaista tapaa ilmaista d- ja e-kohtien lausekkeet potenssimuodossa.

Edella esitetysta potenssin maaritelmasta seuraa erityisesti, etta

Potenssi ¢ ! on siis luvun « kaanteisluku.
TEHTAVA 2.16: EKSPONENTTI -1

Sievenna seuraavat potenssit maarittamalla suluissa olevien lukujen kaanteisluvut:

(@) 47!

(b) (157!

o
4\ -1

@ (3)
2\ -1

(e) (g)

TEHTAVA 2.17: POTENSSIN POTENSS

IImoita potenssit ensin tulomuodossa maaritelmaa kayttaen ja lausu lopputulos taas potenssina.



9 ()

Tutki tehtavan lahtétilannetta ja lopputulosta. Vaikuttaako potenssin potenssin laskusaanto toimivan
myo6s negatiivisten eksponenttien tapauksessa?

TEHTAVA 2.18: SAMANKANTAISTEN POTENSSIEN TULO

Kirjoita lauseke ensin tulomuodossa. Kirjoita lopputulos sen jalkeen potenssimerkintaa kayttaen.
(@) 273.2°
(b) 42-477
(@ (=3 (=3
(d) 9°8.98

Tutki tehtavan lahtétilannetta ja lopputulosta a-, b-, c- ja d-kohdissa. Vaikuttaako samankantaisten
potenssien tulon laskusaanté patevan myods negatiivisten eksponenttien tapauksessa?

Kun potenssi madriteltiin negatiivisten eksponenttien ja eksponentin nolla tapauksessa,
tehtiin maaritelmasta tarkoituksella sellainen, etta aikaisemmin havaitut potenssien
laskusaannot toimivat edelleen. Nama laskusaannot on koottu seuraavaan teoreemaan.
Teoreemat (toiselta nimeltaan lauseet) ovat matemaattisia tosiasioita, jotka voidaan
perustella todeksi maaritelmien pohjalta. Talla kertaa perustelu kuitenkin sivuutetaan,

koska se ei ole taman kurssin kannalta oleellinen.



TEOREEMA 1

Seuraavassa tehtavassa jatketaan negatiivisten eksponenttien ominaisuuksien tutkimista.
TEHTAVA 2.19: NEGATHVINEN EKSPONENTTI

1\4
Tehtévéana on tutkia, miten potenssit 2 4 ja (E) liittyvat toisiinsa.
(a) Kirjoita nakyviin, mitd 2 ~* tarkoittaa maaritelman mukaan.
1\4
(b) Kirjoita (5) tulomuodossa ja sievenna mahdollisimman pitkalle.

(c) Vertaa a- ja b-kohdan tuloksia. Miten ne liittyvat toisiinsa?

1\»
(d) Millainen yleinen saanto saattaisi liittaa toisiinsa lausekkeet a =" (—) ?
a




Edellisen tehtavan havaintojen pohjalta voidaan paatya seuraavaan teoreemaan. Talla
kertaa myos teoreeman perustelu (eli todistus) on kirjoitettu nakyviin. Lue se huolellisesti
ja mieti jokaisen virkkeen jalkeen, mita jarkea selityksessa on. Jos jokin kohta tuntuu

hamaralta, keskustele siita kaverin tai opettajan kanssa.

TEOREEMA 2

Oletetaan, etta »n on positiivinen kokonaisluku ja a # 0. Potenssi a " on luvun «

kaanteisluvun n:s potenssi eli

Toisaalta potenssin maaritelman mukaan

SR

Siis

Seuraavissa tehtavissa harjoitellaan asken perustellun teoreeman 2 soveltamista.
TEHTAVA 2.20: NEGATIIVINEN EKSPONENTTI

4\ -3
Tehtavana on madarittaa potenssi (g) .

4
(@) Muodosta luvun S kaanteisluku. Muista, etta luvun ja sen kaanteisluvun tulo on aina 1.

(b) Laske a-kohdassa muodostamasi luvun kolmas potenssi.

(c) Miten ratkaisun vaiheet liittyvat teoreemaan 2? Selitd omin sanoin.



TEHTAVA 2.21: NEGATHVINEN EKSPONENTTI

Laske seuraavat potenssit ja anna vastaukset murtolukuina:

(a) (g)1
5 -2

(b) (g)

© (%)4

KYMMENPOTENSSIMUOTO JA MERKITSEVAT NUMERQT

Kymmenpotenssimuotoa kaytetaan usein hyvin suurten tai pienten positiivisten lukujen
merkisemiseen. Esimerkiksi Suomen vakiluku oli heindkuussa 2016 noin 5,497 miljoonaa

eli 5,497 - 106 = 5497000. Yhden vesimolekyylin massa puolestaan on noin 2,9915 - 102

grammaa.

MAARITELMA: KYMMENPOTENSSIMUQTO

Positiivisen luvun kymmenpotenssimuoto tarkoittaa luvun esittamista muodossa
a - 10", missa n on kokonaisluku ja kerroin a on vahintaan yksi ja pienempi kuin

kymmenen: 1 <a < 10.

TEHTAVA 2.22: KYMMENEN POTENSSIT

Ilmaise seuraavat luvut muodossa 10”, missa n on kokonaisluku:

(a) 100

(b) 1000
(c) 100000
(d) 1000 000.

Vertaa eksponenttia » ja alkuperaisen luvun nollien lukumaaraa. Mita havaitset?

TEHTAVA 2.23: KYMMENNEN POTENSSIT

Ilmaise seuraavat luvut muodossa 10” missa n on kokonaisluku:

(a) 0,1



(b) 0,001
(c) 0,00001.

Vertaa eksponenttia  ja alkuperaisen luvun desimaalipilkun jalkeisten numeroiden maaraa. Mita
havaitset?

TEHTAVA 2.24: KYMMENPOTENSSIMUQTO

Iimaise seuraavat etaisyydet kymmenpotenssimuodossa:

(@) Kuun keskimaarainen etaisyys Maasta 384 400 km
(b) Maan keskimaarainen etaisyys Auringosta 150 000 000 km

(c) Saturnuksen keskimaarainen etaisyys Auringosta 1427000 000 km.

Edellisessa tehtavassa ilmaistiin erilaisia etaisyyksia kymmenpotenssimuodossa. Kaikki
niista olivat jonkinlaisia likiarvoja. Mista tietaa, milla tarkkuudella nama etaisyydet oli

tehtavassa ilmoitettu?

IImoitettujen mittaustulosten tarkkuutta voi arvioida siita, kuinka monta merkitsevada
numeroa niissa on. Desimaalimuodossa ilmoitettussa luvussa merkitsevia ovat kaikki

muut numerot paitsi luvun vasemmalla puolella olevat nollat. Esimerkiksi luvussa
0,00000508

on kolme merkitsevaa numeroa ja luvussa
23,00046000

on kymmenen merkitsevaa numeroa. Kokonaislukuna ilmoitetussa luvussa merkitsevia

ovat kaikki muut numerot paitsi luvun lopussa olevat nollat. Esimerkiksi luvussa
310000

on kaksi merkitsevaa numeroa.
TEHTAVA 2.25: MERKITSEVAT NUMEROQT

Kuinka monen merkitsevan numeron tarkkuudella seuraavat etdisyydet on ilmoitettu? Muuttuiko
tarkkuus, kun muutit etaisyydet kymmenpotenssimuotoon edellisessa tehtavassa?

(@) Kuun keskimaarainen etaisyys Maasta 384 400 km
(b) Maan keskimaarainen etaisyys Auringosta 150 000 000 km

(c) Saturnuksen keskimaarainen etaisyys Auringosta 1427000 000 km.

TEHTAVA 2.26: KYMMENPOTENSSIMUQTO



Ilmaise seuraavat aikuisille suositellut vuorokausiannokset kymmenpotenssimuodossa. Kuinka monta

merkitsevaa numeroa niissa on?

(a) C-vitamiini 0,075 grammaa

(b) B,,-vitamiini 0,0000024 grammaa.

LOGARITMI JA EKSPONENTIN RATKAISEMINEN

Potenssin maaritelman mukaan 23 =2 -2 - 2 = 8. Jossain tilanteissa halutaan tarkastella
erityisesti potenssilausekkeessa esiintyvaa eksponenttia, joka on tassa tapauksessa 3. Jos
kantaluku (tassa tapauksessa 2) ja potenssiin korotuksen tulos (tassa tapauksessa 8)

tiedetaan, voidaan eksponentista puhua logaritmin avulla. Tassa tilanteessa voidaan

sanoa, etta
log,(8) = 3

eli luvun kahdeksan 2-kantainen logaritmi on 3. Logaritmi kertoo siis eksponentin arvon.
TEHTAVA 2.27: EKSPONENTIN ARVO

Paattele tai selvita kokeilemalla, mika eksponentin pitaa olla, jotta yhtald toteutuu:

(@) 7%=49
(b) 27=32

(c) 3¥=27.

MAARITELMA: LOGARITMI

Oletetaan, etta kantaluku & on positiivinen ja k # 1. Positiivisen luvun a k-

kantainen logaritmi tarkoittaa lukua x, jolla on ominaisuus £* = a. Luvusta x

kaytetaan merkintaa log,(a).

Edellisessa tehtavassa selvitit siis logaritmit log-(49), log,(32) ja log,(27).
TEHTAVA 2.28: LOGARITMI

Paattele seuraavien logaritmien arvot ratkaisemalla niita vastaavat eksponenttiyhtalot esimerkiksi

kokeilemalla:

(a) log,(16) = x, missa luku x toteuttaa yhtalon 2* = 16
%) y




(b) logs(25) = x, missa luku x toteuttaa yhtalon 5* = 25

(c) log;(0,1) = x, missa luku x toteuttaa yhtalon 10° = 0, 1.

TEHTAVA 2.29: LOGARITMI

Paattele seuraavien logaritmien arvot muodostamalla ja ratkaisemalla niita vastaavat
eksponenttiyhtalot samaan tapaan kuin edellisessa tehtavassa.
(a) log;(9)

(b) log (1000 000)

(c) log/(1).

Logaritmin avulla voidaan ilmaista sellaisiakin eksponentteja, jotka eivat ole
kokonaislukuja. Esimerkiksi yhtdlén 2% = 10 ratkaisu ei ole kokonaisluku, silld 23 = 8 < 10 ja
2% =16 > 10. Naista tietoista voidaan paéatella, etta luku x on kolmea suurempi ja neljaa
pienempi eli 3 <x < 4. Logaritmin maaritelman mukaan voidaan merkitd x = log,(10).
Laskimen tai tietokokeen avulla saadaan likiarvo log,(10) =~ 3, 32.

TEHTAVA 2.30: EKSPONENTTIYHTALON RATKAISU

Kirjoita seuraavien eksponenttiyhtaldiden ratkaisut logaritmin avulla ja selvita ratkaisujen likiarvot

laskimella tai tietokoneella. Anna vastaus viiden merkitsevan numeron tarkkuudella.
(a) 2¥=100
(b) 10%=2016

(c) 3%=1798.

Jos eksponenttiyhtdlon molemmat puolet onnistutaan ilmaisemaan saman kantaluvun
potensseina, onnistuu yhtalon ratkaiseminen potenssin laskusaantéjen avulla ilman
logaritmia. Esimerkiksi yhtald

5% =253
voidaan muuttaa muotoon
5% = (52)3,
silléd 25 = 52, Sen jalkeen yht&lén oikea puoli voidaan sieventaa:
5% =56,

Tasta voidaan paatelld, etta yhtalon ratkaisu on x = 6.



TEHTAVA 2.31: EKSPONENTTIYHTALON RATKAISU

Ratkaise seuraavat eksponenttiyhtal6t ilman logaritmia:

(a) 3*=93
(b) 2¥=16"
(c) 4% = 648,

TEHTAVASARJA I

TEHTAVA 2.32: POTENSS

Luvun « toista potenssia a2

kuutioksi. Mista nama nimitykset ovat tulleet? Selitd omin sanoin.

sanotaan luvun a neliéksija luvun a kolmatta potenssia a

—_— e s el == e

a a

Merkitse lausekkeena ja laske

(@) luvun 5 nelid

(b) luvun 5 nelién vastaluku
(c) luvun -5 nelid

(d) luvun -5 kuutio

(e) luvun 5 kuutio

(f)  luvun 5 kuution vastaluku.

Mitka lausekkeista ovat yhta suuria? Kirjoita havaintosi nakyviin kayttaen luvun 5 tilalla kirjainta a. Onko

havainnoissasi kysymyksessa sattuma vai yleispateva saant6?
VASTAUS

sanotaan luvun a




(d) (-5°=-125
(e) 53=125

(f) -53=-125

TEHTAVA 2.33: POTENSS

Laske seuraavien lausekkeiden arvo:

(@) (-4

(b) 72-42

() 72-2.7-4+42
(d) 7+47-4)

Mitka lausekkeista ovat yhta suuria? Kirjoita havaintosi nakyviin kayttaen luvun 7 tilalla kirjainta « ja
luvun 4 tilalla kirjainta b. Onko havainnoissasi kysymyksessa sattuma vai yleispateva saanto?

VASTAUS

(a) 9
(b) 33
() 9
(d) 33

TEHTAVA 2.34: POTENSS

Hyvin hajamielinen henkil0 paatti aloittaa saastamisen vuonna 1970. Han talletti kyseisen vuoden
alussa 100 markkaa pankkitilille, jonka korko oli 2,5 % vuodessa, mutta unohti sitten koko asian. Kuinka
suureksi talletus oli kasvanut

(a) vuoden 1971 alkuun mennessa?

(b) vuoden 1972 alkuun mennessa?

(c) vuoden 2002 alkuun mennessé, jolloin euro otettiin kayttodn? Anna vastaus seka markkoina
etta euroina (5,94573 markkaa vastasi yhta euroa)

(d) vuoden 2016 alkuun mennessa?
Oletetaan, etta korkoprosentti pysyi koko ajan samana eli talletus 1,025-kertaistui joka vuosi.
VASTAUS
(a) 102,50 markkaa
(b) 105,06 markkaa
(c) 220,38 markkaa eli 37,07 euroa

(d) 52,37 euroa.

TEHTAVA 2.35: POTENSS



Edellisen tehtavan henkilon hajamielisyys johtui siita, etta han oli hyvin kiinnostunut menneista ajoista.
Samaan aikaan kun han paatti aloittaa sdastamisen, han ryhtyi tutkimaan esivanhempiaan. Piirra
kaavio, joka havainnollistaa hyvin hajamielisen henkildn vanhempia ja heidan vanhempiaan ja heidan

vanhempiaan. Kuinka monta esivanhempaa talla henkildlla on, jos mennaan taaksepain

(@) kaksi sukupolvea
(b) kolme sukupolvea
(c) kuusi sukupolvea
(d) 20 sukupolvea?

IImaise vastaukset potenssimerkinnan avulla.
VASTAUS

TEHTAVA 2.36: NEGATIIVINEN EKSPONENTTI JA EKSPONENTTI NOLLA

Palauta mieleesi negatiivisen eksponentin madritelma ja eksponentin nolla maaritelma. Laske sen

jalkeen

(@) 47 '-273+271

1\-1
) e 3)

() (—2)%+(-3)°

(d) (—3)*-20.
VASTAUS

(a :

(b) 3

(c) -7

(d) 8

TEHTAVA 2.37: NEGATIIVINEN EKSPONENTTI JA EKSPONENTTI NOLLA

(a) Laske3-10°+7-10'+4-10°+1-10""+5.-103.
(b) Kirjoita luku 506,9 kymmenen potenssien summana samaan tapaan kuin a-kohdassa.
(c) Keksitko syyn, miksi kayttamaamme lukujarjestelmaa sanotaan kymmenjarjestelmaksi?

(d) Tiedatké muita esimerkiksi tietokoneiden kayttamia lukujarjestelmia?



VASTAUS
(a) 3074,105

(b) 5-102+6-10°+9-10"!

TEHTAVA 2.38: NEGATIIVINEN EKSPONENTTI

Kaksi opiskelijaa yritti keksia lausekkeita, jotka tarkoittavat samaa kuin lauseke

1
5x7°

Opiskelijat saivat ehdottaa sopivaa lauseketta vuorotellen. Heidan ehdotuksensa olivat seuraavat:

A: 5x7

B: (5x)77
x77

A —
5

B: 5 Ix77

A: (5xH)7!
1

B —x7
5

Kumpi opiskelija vastasi ensimmaisena oikein? Kummalla opiskelijalla oli yhteensd enemman oikeita

vastauksia? Mitka vastauksista olivat oikein?
VASTAUS

Opiskelija A vastasi ensimmaisena oikein. Oikeita vastauksia kummallakin yhta monta.

TEHTAVA 2.39: SAMANKANTAISET POTENSSIT

Sievenna seuraavat lausekkeet:

(a) 35‘310‘325

(b) (5)‘2. (;)T (;)—n_ (g)s

(C) (_ 1)500 . (_ 1)2015

VASTAUS
(a) 340
3
(b) 3



TEHTAVA 2.40: SAMANKANTAISET POTENSSIT

Sievenna seuraavat lausekkeet:

9216
(a) W

101%
(b)  To7T

_ 97
(0 %
VASTAUS

(a) 97

(b) 101°*

(0 (-2¥=-2%

TEHTAVA 2.41: POTENSSIN POTENSSI JA SAMANKANTAISET POTENSSIT

Ilmaise luvun 2 potenssina:
(@) 16
(b) 2-83
(c) 8%-16’

3210
225

16100
(e) —.

870

(e) 2190

TEHTAVA 2.42: POTENSSIEN TULO, OSAMAARA JA POTENSSIN POTENSS

Laske:

(a) 40%-0,25°

88888882
22222222




(c) 1600

VASTAUS
(a) 1000000000
(b) 16

(c) 36

TEHTAVA 2.43: POTENSSIEN LASKUSAANNOT

Harjoittele potenssien laskusaantéja taman pelin avulla. Saat kdyttaa kynaa ja paperia apuna. Pelin

tavoitteena on saada kymmenen oikeaa vastausta perakkain.

TEHTAVA 2.44: POTENSSIEN LASKUSAANNOT

Sievenna:
(a) (—4x%?

21x2!
7x7

() —3x(—3x%?

(a) 16x'°
(b) 3yl

() —27x"

TEHTAVA 2.45: POTENSSIEN LASKUSAANNOT

Selitd omin sanoin, mita eroa a- ja b-kohtien lausekkeilla on. Sievenna ne sen jalkeen.
(a) (5ay’(-sa’)
(b) Ga)’-54°

VASTAUS
(a) tulo-6254°

(b) erotus 12043

TEHTAVA 2.46: POTENSSIEN LASKUSAANNOT

Sievenna:

(a) ab(a®b)®


https://www.geogebra.org/m/jKR8Up7F

TEHTAVA 2.47: EKSPONENTTIYHTALO

Mika luku x toteuttaa annetun yhtalén?

(e) 10*=1000

(f) 10¥=0,01
[Lyhyt S2014/2]
VASTAUS

TEHTAVA 2.48: KYMMENPOTENSSIMUQTO JA MERKITSEVAT NUMEROT
IImaise seuraavat luonnonvakiot kymmenpotenssimuodossa neljan merkitsevan numeron
tarkkuudella:

(@) valon nopeus tyhjiossa 299792458 m/s
(b) Stefan-Boltzmannin vakio 0,000000005670367 W/(m?K*)

(c) ihannekaasun moolitilavuus normaalitilassa 0,022414 m3



(d) Rydbergin vakio 10973731 m '
VASTAUS

(@) 2,998 -108m/s

(b) 5670102 W/(m3K?)

(c) 2,241-102m3

(d) 1,097-10"m™!

TEHTAVA 2.49: KYMMENPOTENSSIMUQTO

Luonnontieteissa ja tekniikassa kaytetaan positiivisille luvuille usein esitysmuotoa « - 10", jossa
eksponentti » on jaollinen luvulla 3. Kopioi alla oleva taulukko vihkoosi ja tdydenna siihen naihin

esitysmuotoihin liittyvat etuliitteet ja lyhenteet. Etsi tarvittavat tiedot esimerkiksi netista.

1012 tera-

10° G

10°

103

1073

106

107°

10712 piko-

IImaise sopivan lyhenteen avulla

(@) keltaisen valon aallonpituus noin 0,00000058 m

(b) Katri Valan lampépumppulaitoksen lammitysteho noin 90000000 W.

VASTAUS
(a) 580 nm
(b) 90 MW

TEHTAVA 2.50: LOGARITMI

Paattele seuraavien logaritmien arvot ratkaisemalla niita vastaavat eksponenttiyhtalot esimerkiksi

kokeilemalla:
(a) log,(64)

(b) logs(81)



(c) log(0, 04).

VASTAUS

TEHTAVA 2.51: LOGARITMI

Mika luku x toteuttaa annetun yhtalén?
(a) log,x)=5
(b) log,(x) =1
(c) log ) =3
(d) log,) = 1

VASTAUS

a) 32

(a)

(b) 2
(c) 1000
(d) 10

TEHTAVA 2.52: EKSPONENTTIYHTALON RATKAISU

Kirjoita seuraavien eksponenttiyhtaldiden ratkaisut logaritmin avulla ja selvita ratkaisujen likiarvot

laskimella tai tietokoneella. Anna vastaus kolmen merkitsevan numeron tarkkuudella.
(@) 3*=2
(b) 6-5%=120
(c) 2-10%=1234567890.
VASTAUS
(@) logs2)
(b) logs(20)

(c) log,(617283945)

TEHTAVA 2.53: EKSPONENTTIYHTALON RATKAISU

Ratkaise yhtalo 2 - 3¥ = 162 [Lyhyt K2014/2c]

VASTAUS



TEHTAVASARJA I
TEHTAVA 2.54:

Saat sahkopostin, jossa huijari lupaa kaksinkertaistaa sijoituksesi vuodessa, jos sijoitat vahintaan 2500
euroa. Kuinka monen vuoden kuluttua tdma minimisijoitus olisi kasvanut yli miljoonan euron

arvoiseksi?

Kirjoita nakyviin ratkaisussa kayttamasi lausekkeet tai yhtalot ja selita lisaksi omin sanoin, miten

paattelit.
VASTAUS

Yhdeksan vuoden kuluttua.

TEHTAVA 2.55:

Bakteeriviljelman massa on nyt 5 mg ja massa kaksinkertaistuu aina kolmessa tunnissa. Kuinka pitkan
ajan kuluttua viljelman massa on

(a) 640 mg

(b) yli 50 grammaa?

Kirjoita nakyviin ratkaisussa kayttamasi lausekkeet tai yhtalot ja selita lisaksi omin sanoin, miten
paattelit. Anna vastaukset tunnin tarkkuudella.

VASTAUS
(@) 21 tunnin kuluttua

(b) 40 tunnin kuluttua (39 h 52 min)

TEHTAVA 2.56:

Sievenna seuraavat lausekkeet. Muista potenssin madritelma ja kertaa tarvittaessa potenssin

laskusaannot.
(a) da"a"

3n

(b) 3
b2n+]

(c) o
xx"




VASTAUS

(a) a2n

(b) 3D
() »

(d) 5

TEHTAVA 2.57:

n4n+5
Laske lausekkeen ——— arvo, jos
8n+1

(c) Mita voisi epailla edellisten kohtien perusteella? Osoita potenssien laskusaantojen avulla,
ettei kysymyksessa ollut sattuma.

VASTAUS
(a) 27
(b) 27

TEHTAVA 2.58:

Laske potenssit 103, 10° ja 10°. Kuinka monta numeroa niissa on?

IImaise seuraavat luvut kymmenpotenssimuodossa kuuden numeron tarkkuudella. Kuinka monta
numeroa naissa luvuissa on, jos ne kirjoitettaisiin nakyviin ilman kymmenpotenssimuotoa? Hyédynna

tehtavan alkuosan havaintojasi.

(@) 6'°
(b) 2%
() 3%

VASTAUS

(a) 6,04662 - 107, kahdeksan numeroa
(b) 3,60288-10'°, 17 numeroa

() 1,09419 - 10%° 21 numeroa

TEHTAVA 2.59:

Alla on ote Wikipedian CRP:ta koskevasta tiedosta. Vastaa sen perusteella seuraaviin kysymyksiin.

(a) Potilaan CRP-pitoisuus oli 40 klo 12:00. Kuinka suuri pitoisuus voi enintaan olla klo 18:00?



(b) Potilaan CRP-pitoisuus oli 100 maanantaina klo 12:00. Milloin se voi aikaisintaan laskea
arvoon 10?

CRP:n pitoisuus veressd nousee bakteeri-infektioiden, muiden tulehdustilojen ja kudosvaurion
yhteydessd nopeasti, jo muutaman tunnin kuluessa, ja pitoisuus voi kaksinkertaistua kahdeksan tunnin
vélein jopa 1000-kertaiseksi viitealueeseen verrattuna. Maksimitaso saavutetaan tyypillisesti noin 50
tunnissa. CRP nousee yleensd enemmdan bakteerin aiheuttamissa tulehduksissa kuin
virustulehduksissa, mutta kohonnut CRP ei ole minkdan tietyn tulehdustilan merkki. Lievat tulehdukset
Ja virusinfektiot nostavat CRP:n tyypillisesti noin tasolle 10-50 mg/l, aktiiviset tulehdukset ja bakteeri-
infektiot pitoisuuksiin 50-200 mg/| ja vakavat infektiot tai traumat tasolle >200 mg/I. CRP:n biologinen
puoliintumisaika on 19 tuntia, joten tulehduksen rauhoituttua CRP-taso laskee nopeasti. CRP on siis

herkka, mutta epdspesifinen tulehdustilan indeksi.
[Lyhyt K2016/8]
VASTAUS

(a) 40-298%67,3

(b) torstaina klo 03:00.

TEHTAVA 2.60:

Vieraalla planeetalla putoavan kappaleen kulkema matka s on suoraan verrannollinen kuluneen ajan ¢
toiseen potenssiin kaavan s = 102 mukaisesti.
(@) Kopioi oheinen taulukko vastauspaperiisi ja tdydenna tyhjat kohdat.

(b) Merkitse koordinaatistoon a-kohdan taulukosta pisteet, joiden koordinaatit ovat (Igz, Igs).
Mita havaitset? Selita.

t |lgt|lgs

10

100

[Lyhyt K2016/12]
Vihje: merkinta Ig tarkoittaa kymmenkantaista logaritmia log ..
VASTAUS

(a)

t lgt Igs

2 (0,30...(1,6...




4 |0,60...

2,2...

10 1

100 2

TEHTAVA 2.61:

Maanjaristyksen voimakkuus M lasketaan kaavalla

1,44M = log  E — 5,24,

jossa E on jaristyksessa vapautuva energia.

(a) Sendain lahella vuonna 2011 sattuneen jaristyksen voimakkuus oli 9, 0. Laske jaristyksessa

vapautunut energia kahden merkitsevan numeron tarkkuudella.

(b) Kobessa vuonna 1995 sattuneen jaristyksen voimakkuus oli 6, 8. Kuinka moninkertainen oli
Sendain jaristyksessa vapautunut energia Koben jaristykseen verrattuna?

[Lyhyt K2012/10]
VASTAUS

(@) E~1,6-10"

(b) noin 1500-kertainen

TEHTAVA 2.62:

Summa, jossa kaikki yhteenlaskettavat ovat samoja, voidaan kirjoittaa tulona, kuten tdman luvun alussa
todettiin. Siis esimerkiksi5+5+5=3-5jag8+ 8 =2 - 8. Kokoamalla kaikki taulukkoon tallaiset tulot,

joissa kumpikin tulon tekija on enintaan 10, saadaan muodostettua tuttu kertotaulu. Alla olevaan

taulukkoon on taydennetty kertotaulun viisi ensimmaista rivia.

1 2 |34 (5|6 ]|7|8]9]10
2 416 |8 (1012|1416 | 18|20
31619 (121511821 (24|27 |30
4 (8 1216|2024 |28 |32 |36 |40
51101520 25|30(|35|40 |45 |50




Tulo, jossa kaikki tulon tekijat ovat samoja, voidaan vastaavasti kirjoittaa potenssina. Potenssien

arvoista on siis mahdollista muodostaa vastaava "potenssitaulu”.
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(@) Kopioiylla oleva potenssitaulu vihkoosi ja taydenna siihen potenssien arvot.

(b) Vertaa kertotaulua ja potenssitaulua keskenaan. Nakyyko siellda samoja lukuja? Missa
kohdissa?

[TSEARVIOINTITEHTAVAT

Varmista, ettd olet oppinut tdman luvun keskeiset asiat tekemalla itsearviointitesti
opetus.tv:n polku-palvelussa. Samalla harjoittelet omien ratkaisujesi pisteyttamista

pisteytysohjeiden avulla.

Lukujonot ja summat

LUVUN TAVOITTEET

Taman luvun tavoitteena on, ettd tunnet lukujonon kasitteen ja osaat mallintaa
erilaisia kaytanndn tilanteita aritmeettisen ja geometrisen lukujonon ja summan

avulla. Osaat

o maarittaa analyyttisesti tai rekursiivisesti maaritellyn lukujonon jasenia ja tutkia,
onko jokin luku annetun lukujonon jasen

o kayttaa laskinta lukujonojen tutkimiseen


http://polku.opetus.tv/node/1603

o tunnistaa aritmeettisen ja geometrisen lukujonon

o muodostaa lausekkeen seka aritmeettisen ettd geometrisen lukujonon yleiselle
jasenelle

o laskea aritmeettisen ja geometrisen summan.

LUKUJONO

Lukujono tarkoittaa nimensa mukaisesti lukujen muodostamaa, yleensa paattymatonta
jonoa. Esimerkiksi 3,1,4,1,5,9,2,6,5,3,5,9, ... on eras lukujono. Tasta jonosta on vaikea
sanoa, miten se jatkuu. Yleensa lukujonoon liittyy jokin saantd, jonka avulla voidaan
paatella, mitka ovat jonon seuraavat luvut.

Lukujonon lukuja sanotaan jonon termeiksi tai jaseniksi. Voidaan esimerkiksi sanoa, etta

edellda mainitun lukujonon ensimmainen jasen on 3 tai etta sen kuudes termi on 9.
TEHTAVA 3.1: LUKUJONO

Paattele, miten lukujonot jatkuvat. Selita, miten ajattelit.

(@) 1.23,...

Joskus lukujonosta on helpompi puhua, jos sille annetaan nimi. Voidaan esimerkiksi
puhua lukujonosta (a,) tai lukujonosta (b,) tai lukujonosta (x,). Tassa merkinnassa sulut

kertovat sen, etta puhutaan koko lukujonosta eika yksittaisesta jonon jasenesta.

Kun lukujono on nimetty esimerkiksi jonoksi (a,), tarkoittaa merkinta «, sen ensimmaista
jasenta, a, sen toista jasentad, a, sen kolmatta jasenta ja niin edelleen. Jos halutaan
esimerkiksi puhua jonon (¢,) sadannesta jasenesta, voidaan kayttaa merkintaa a .

Alaindeksi siis kertoo, kuinka mones jonon jasen on kysymyksessa.
TEHTAVA 3.2: LUKUJONO

Tarkastele lukujonoa, joka alkaa 1,1,2,3,5,8. Keksi saantd, jolla taman lukujonon jasenet saadaan laskettua
kahdesta edellisesta jasenesta. Madrita sen jalkeen

(a) as
(b) as

(c) a,



TEHTAVA 3.3: LUKUJONO

Paattele, mita ovat ag ja a3, jos lukujonon ensimmaiset jasenet ovat

(@) 1,23
(b) 1,-2,3
11
1,—,—.

(c) 23

Joskus lukujonoon liittyva saanté voidaan esittaa niin, etta sen avulla voidaan laskea jonon
mika tahansa jasen, jos vain tiedetaan, kuinka mones jasen on kysymyksessa. Jos
esimerkiksi tiedetaan, etta lukujonon (a,) yleinen jasenon a, = 2n — 1, voidaan laskea, etta

esimerkiksi

a,=2-1-1=2-1=1
a,=2-2-1=4-1=3
a,=2-3-1=6-1=5
a,=2-50—-1=100—-1=99
21000 —1 =2000—1 = 1999

Ayo00 —

Tallaisessa tilanteessa sanotaan, etta lukujono on maaritelty analyyttisesti.
TEHTAVA 3.4: LUKUJONON JASENEN MAARITTAMINEN

Tarkastellaan lukujonoa (a,), jonka jasenet ovat muotoa a, = 4n + 2 kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla
n. Maarita

(@) a,

(b) a,

() ajpp

Mihin seuraavista lukualueista tdman jonon kaikki jasenet kuuluvat? Luonnollisten lukujen joukko N,
kokonaislukujen joukko Z, rationaalilukujen joukko Q. Mika naista on pienin lukualue, johon kaikki jonon
jasenet kuuluvat?

TEHTAVA 3.5: LUKUJONON JASENEN MAARITTAMINEN

Tarkastellaan lukujonoa (b,), jonka jasenet ovat muotoa b, = n3f1 kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla
n. Maarita

(@) a,

(b) aq

(c) ay

Mihin seuraavista lukualueista tdman jonon kaikki jasenet kuuluvat? Luonnollisten lukujen joukko N,
kokonaislukujen joukko Z, rationaalilukujen joukko Q. Mika naista on pienin lukualue, johon kaikki jonon



jasenet kuuluvat?

TEHTAVA 3.6: ONKO LUKU LUKUJONON JASEN?

Tarkastellaan lukujonoa (a,), jonka jasenet ovat muotoa a,, = 4n + 2. Onko luku 9 lukujonon (a,) jasen eli
esiintyyko luku 9 lukujonossa (a,,)? Enta luku 30? Perustele omin sanoin.

TEHTAVA 3.7: ONKO LUKU LUKUJONON JASEN?

Tarkastellaan lukujonoa (b,), jonka jasenet ovat muotoa b, = 3n + 5.
(a) Onko luku 20 lukujonon (b,) jdsen? Jos on, niin kuinka mones jésen se on?
(b)  Onko luku 127 lukujonon (b,) jasen? Jos on, niin kuinka mones jasen se on?

(c) Miten voit yleisesti tutkia, onko jokin luku lukujonon jasen, jos lukujonon yleinen jasen
tunnetaan? Keinon tulee toimia, olipa kyseinen luku kuinka suuri tai pieni tahansa.

Edellisissa tehtavissa tutkittiin, onko annettu luku tietyn lukujonon jasen. Esimerkiksi
voidaan kysya, onko luku 1280 edellisessa tehtavassa tarkastellun lukujonon (b,) jasen.
Toisin sanottuna, onko olemassa sellainen positiivinen kokonaisluku », etta b, = 1280. Jos

tallainen luku » on olemassa, se kertoo, kuinka mones jonon jasen luku 1280 on.

Kysymys, onko luku 1280 lukujonon (b,) jasen, johtaa siis yhtdl6én b, = 1280. Kysymykseen
saadaan vastaus, kun tutkitaan, onko olemassa sellainen r, jolla tama yhtal6 toteutuu. Jos

tallainen » on olemassa, se on yhtalon b, = 1280 ratkaisu.
Koska tiedetaan, etta lukujonon (b,) yleinen jasen on b, = 3n + 5, voidaan yhtalo

b, = 1280

kirjoittaa muodossa
3n+5 = 1280.

Tassa yhtaldssa on yksi tuntematon, joka on tassa tapauksessa luku n. Kun yhtalo
ratkaistaan, etsitaan kaikki sellaiset luvut , joilla yhtalo toteutuu eli joilla sen vasen ja

oikea puoli ovat yhta suuret.

Kun yhtalo ratkaistaan, voidaan sitd muokata monin eri tavoin. Tarkeaa kuitenkin on, etta
yhtalédn kummallekin puolelle tehddan aina sama asia. Talla tavalla yhtalon oikea ja vasen

puoli sailyvat yhta suurina. Esimerkiksi yhtalon
3n+5=1280

molemmilta puolilta voidaan vahentaa luku 3, jolloin vasemmalle puolelle jaa pelkka 3# ja

oikealle puolelle jaa 1275. Saadaan siis uusi yhtald



3n =1275.

Yhtalén vasemmalla puolella olleesta yhteenlaskettavasta 5 paastiin siis eroon kayttamalla

painvastaista laskutoimitusta eli vahennyslaskua.

Yhtalon vasemmalla puolella on kuitenkin vield ylimaarainen luku 3. Se on tuntemattoman
n kerroin, joten siita paastaan eroon jakolaskun avulla. Jaetaan yhtalén molemmat puolet

luvulla 3, jolloin saadaan uusi yhtalo

Taman yhtaldn vasen puoli on sama kuin pelkka n, koska kolmosella kertominen ja
jakaminen kumoavat toisensa. Esimerkiksi laskimen avulla ndahdaan, etta oikea puoli on

sama kuin 425. Siis
n = 425.

Tahan mennessa tehdyt laskut osoittavat, etta yhtaldlla 3» + 5 = 1280 ei voi olla mitaan
muita ratkaisuja kuin n = 425. Vield pitaa kuitenkin tarkistaa, etta luku n = 425 todella on

taman yhtalon ratkaisu. Jos yhtaldn vasemmalle puolelle sijoitetaan n = 425, saadaan

3n+5=3-425+5
=1275+5
= 1280.

Huomataan, etta vasemmasta puolesta saadaan tuloksena alkuperaisen yhtalon oikea
puoli. Yhtald siis toteutuu.

Nain on saatu selville, etta yhtalolla 3» + 5 = 1280 eli yhtalolla 5, = 1280 on yksi ratkaisu,
joka on n = 425. Siis b,,s = 1280. Taman perusteella voidaan sanoa, etta luku 1280 on
lukujonon (b,) jasen, tarkemmin sanottuna 425. jasen.

TEHTAVA 3.8: ONKO LUKU LUKUJONON JASEN?

Tama tehtava liittyy tilanteeseen, jossa opiskelijat tutkivat, ovatko luvut 123 ja 28 eraan lukujonon (a,)
jasenia.
(a) Opiskelija A sai yhtalén a, = 123 ratkaisuksi n = 9. Onko luku 123 lukujonon (a,) jasen? Jos

on, niin kuinka mones jasen se on?

(b) Opiskelija B sai yhtélon a, = 28 ratkaisuksi n = 2, 6. Onko luku 28 lukujonon jésen? Jos on,
niin kuinka mones jasen se on?

Joskus lukujonoon liittyva saanté voidaan esittaa niin, etta sen avulla voidaan laskea jonon
seuraava jasen, jos tiedetaan, mita jonon edelliset jasenet ovat. Tarkastellaan esimerkiksi

tilannetta, jossa tiedetaan, etta lukujonon (a,) ensimmainen jasen on a, = 1 ja etta



seuraava jasen saadaan aina edellisesta jasenesta lisaamalla siihen kaksi. Tama saanté

voidaan kirjoittaa muodossa a, =1 ja

kaikilla luonnollisilla luvuilla » > 2 eli luonnollisilla luvuilla r, jotka ovat suurempia tai yhta
suuria kuin luku 2. Tallaisessa tilanteessa sanotaan, etta lukujono on maaritelty

rekursiivisesti. Rekursioyhtalén avulla voidaan laskea, etta

a,=a;+2=1+2=3
ay=a,+2=3+2=5
ag=az+2=5+2=7
as=a,+2=7+2=9

ag=as+2=9+2=11

TEHTAVA 3.9: REKURSIIVISEN LUKUJONON JASENEN MAARITTAMINEN

Lukujonosta (a,) tiedetaan, ettd a; = 3 jaa, = a,_| + 4 kaikilla n > 2. Maarita a,, as, ay, asja ag.

TEHTAVA 3.10: REKURSIVISEN LUKUJONON JASENEN MAARITTAMINEN

Lukujonon (a,) ensimmainen jasen on 1 ja toinen jasen on 19. Seuraavat jasenet saadaan laskemalla
kahden edellisen jasenen keskiarvo. Lukujono voidaan siis maaritella seuraavasti:

a] =1
a2 = 19
Ap_ntay_
an = > 5 n_3349

(a) Maarita a;jaay.
(b) Miksi rekursiokaavaa

an-2 + ap—1

a, = 5

voi kayttaa vasta jarjestysnumerosta n = 3 alkaen eika n = 2 alkaen?

TEHTAVA 3.11: REKURSIIVINEN LUKUJONO

Rekursiivisen jonon ensimmainen jasen on 3 ja seuraavat saadaan kertomalla edellinen jasen luvulla 2.
(a) Maaritd a,,ayjaa,.
(b) Selita, miten saisit maaritettyd jasenen a,,.

(c) Kirjoita rekursiokaava jonon yleiselle jasenelle a,.



ARITMEETTINEN LUKUJONO

Lukujonoja voidaan luokitella niiden ominaisuuksien mukaan. Sovelluksissa
kayttokelpoisia ovat sellaiset lukujonot, joiden jasenia on helppo maarittaa ja jotka sopivat

monien ilmididen mallintamiseen.
TEHTAVA 3.12: LUKUJONO

Milla tavalla c-kohdan lukujono on erilainen kuin muut? Selitd omin sanoin.
a) 1,3,5,7,9,..

(
(b) 2,-1,-4,-7,-10, ...
() 0,2,5,9,14, ...

(

d 3,-1,-5-9,-13,...

TEHTAVA 3.13: LUKUJONO

Keksi saanto, jolla seuraava jasen saadaan laskettua edellisesta jasenesta.
(@) 0,4,8,12,16, ...
(b) 11_11_3,_5,_7...

() 2,58, 11,14, ...

MAARITELMA: ARITMEETTINEN LUKUJONO

Lukujono (a,) on aritmeettinen, jos ja vain jos sen kahden perdkkaisen jasenen

erotus on aina sama eli jos on olemassa sellainen luku d, etta

kaikillan=1,2,3, ...
Erotus 4 on nimeltaan jonon differenssi.

Se, etta lukujono on aritmeettinen, voidaan siis osoittaa tutkimalla perakkaisten jasenten
a,.ja a, erotusta. Tarkastellaan esimerkiksi jonoa (a,), jolla a, = 7n — 3. Sen perakkaisten

jasenten erotus on

a, —a,=Tn+1)=3—-(Tn—3)
=Tn+7—-3-Tn+3
=7.

Huomataan, etta perakkaisten jasenten erotus on aina 7, joten jono (a,) on aritmeettinen.
[ TEHTAVA 3.14: ARITMEETTINEN LUKUIONO



Keksi esimerkki aritmeettisesta lukujonosta ja luettele sen nelja ensimmaista jasenta, jos jonon
differenssi on

(@) d=2
(b) d= -5
(0) d=%.

TEHTAVA 3.15: ARITMEETTINEN LUKUJONO

Laske erotukset a, — a, ja ay — a,. Voiko lukujono olla erotusten perusteella aritmeettinen, jos jonon
ensimmaiset termit ovat

@) 9,63

(b) 2,4,8

W |

4
C 1, -,
(c) 3

TEHTAVA 3.16: ARITMEETTINEN LUKUJONO

Tarkastele aritmeettista lukujonoa 2,8,14, ....

(a) Kopioi alla oleva taulukko vihkoosi.
n 1 2 3 4 5 6 7
a, 2 8 14

n

(b) Mika on tarkastellun aritmeettisen jonon differenssi d?

(c) Taydenna taulukkoon luvut a, ja as.

(d) Keksisaanto, jolla jonon jasen a, saadaan laskettua jonon ensimmaisesté jasenesta a,
jarjestysnumeron = ja differenssin d avulla. Muodosta taman saannén avulla lauseke jasenelle a,,.

(e) Testaa keksimaasi saantoa taulukon avulla. Antaako se oikean tuloksen taulukon kaikissa
sarakkeissa?

Edellisessa tehtavassa havaittiin, etta tarkastellun aritmeettisen jonon jasenet pystyttiin
laskemaan, kun tiedetiin jonon ensimmainen jasen ja differenssi. Tama havainto koskee
kaikkia aritmeettisia jonoja, kuten seuraava teoreema osoittaa. Lue teoreeman perustelu
huolellisesti ja mieti jokaisen virkkeen jalkeen, mita jarkea selityksessa on. Jos jokin kohta

tuntuu hamaralta, keskustele siita kaverin tai opettajan kanssa.



TEOREEMA 3

Aritmeettisen jonon («,) jasenet saadaan laskettua, jos tiedetaan jonon
ensimmainen jasen «, ja jonon differenssi 4, silla kaikilla positiivisilla

kokonaisluvuilla n patee

a,=a;+((n—1)d.

Perustelu: Aritmeettisen jonon maaritelman mukaan a,,, | —a, = d el

a,., = a,+dKaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla . Tasta saadaan seuraavat
tiedot:

a,=ay+d
ay=a,td=(a,+td)+d=a,+2d
ay=ay+td=(a;+2d)+d=a;+3d

as=a,td=(a;+3d)+d=a +4d

ja niin edelleen. Havaitaan saanndnmukaisuus: jonon toisesta jasenesta

alkaen jasen g, saadaan aina summana a; + (n — 1)d. Lisaksi
al = al + 0 ° d.
Voidaan paatella, etta kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n patee

a,=a;+(n—1)d.

Seuraavissa tehtavissa harjoitellaan askeisen teoreeman soveltamista.
TEHTAVA 3.17: ARITMEETTINEN LUKUJONO

Maarita aritmeettisen jonon yleinen jasen a,, jos jonon ensimmainen jasen on 5 ja differenssi on 3.

TEHTAVA 3.18: ARITMEETTINEN LUKUJONO

Maarita aritmeettisen jonon yleinen jasen q,, jos jonon ensimmaiset jasenet ovat

(@) 2ja7

8
b) 3ja-.
(b) ja 3



ARITMEETTINEN SUMMA

Edellad on tarkasteltu paattymattémia lukujonoja. Joskus ilmién mallintamiseen tai
ongelman ratkaisemiseen tarvitaan vain aarellinen maara lukuja lukujonon alkupaasta.
Tallaisessa tilanteessa nama luvut voidaan myos laskea yhteen tavalliseen tapaan. Toisin
sanottuna voidaan muodostaa niiden summa. Jos tarkastellaan esimerkiksi lukujonoa («,),
jonka yleinen termi on a, = 2n — 1, voidaan laskea vaikkapa sen viiden ensimmaisen termin
summa:
Ss=a,taytaytaytas
=1+3+5+7+9
= 25.

Erilaiset summat luokitellaan niita vastaavan lukujonon mukaan.

MAARITELMA: ARITMEETTINEN SUMMA

Summa

Sn:a1+...+an

on aritmeettinen, jos ja vain jos vastaava lukujono (a,) on aritmeettinen.

TEHTAVA 3.19: ARITMEETTINEN SUMMA

Auditoriossa on yhteensa 13 penkkirivia. Ensimmaisella rivilld on 20 istuinta ja seuraavalla rivilla aina

kaksi enemman kuin edeltavalla.

(a) Kuinka monta istuinta on viimeisella eli 13. rivill§?

(b) Auditoriossa pidettavaan tilaisuuteen on tulossa 300 henkil6a. Mahtuvatko kaikki tulijat
istumaan? Perustele omin sanoin.

(c) Miten aritmeettinen jono liittyy tahan tehtavaan?

(d) Miten aritmeettinen summa liittyy tahan tehtavaan?

Koska aritmeettisessa summassa yhteenlaskettavia on darellinen maara, voi niiden
jarjestysta vaihtaa vapaasti. Laskut saattavat helpottua huomattavasti, jos
yhteenlaskettavat ryhmittelee johonkin toiseen jarjestykseen. Aritmeettisen summan
tapauksessa erityisen katevaa on ryhmitelld yhteenlaskettavat pareiksi, joiden summa

pysyy samana. Esimerkiksi edelld tarkasteltu summa voidaan ryhmitella seuraavasti:



Ss=1+3+5+7+9
=(1+9+@B+7)+5
=10+ 10+5 =25

TEHTAVA 3.20: ARITMEETTINEN SUMMA

Kuinka monta lukuparia muodostuu, jos yhteenlaskettavia on

(b) 18
() 15
(d) 93
(e) 1917

Saavatko kaikki yhteenlaskettavat itselleen aina parin? Jos eivat, millaisissa tapauksissa yksi jaa ilman
paria?

TEHTAVA 3.21: ARITMEETTINEN SUMMA

Jarjesta summassa esiintyvat luvut pareiksi niin, etta jokaisen parin summa on sama. Laske sen jalkeen
koko summa ilman apuvalineitda mahdollisimman pienella vaivalla. Selita, miten ajattelit.

(@) 1+2+3+4+5+6+7+8+9+10

(b) 2+4+6+8+10+12+14+16+18

() 1+3+5+7+...+95+97+99

(Kohdan (c) summa on liian pitka kirjoitettavaksi kokonaan nakyviin.)

Edellisen tehtavan ratkaisun idea voidaan yleistaa kaikille aritmeettisille summille, kuten
seuraava teoreema osoittaa. Lue teoreeman perustelu huolellisesti ja mieti jokaisen
virkkeen jalkeen, mitd jarkea selityksessa on. Jos jokin kohta tuntuu hamaralta, keskustele
siita kaverin tai opettajan kanssa.



TEOREEMA 4

Aritmeettinen summa S, = a, + --- + a, lasketaan niin, etta termien lukumaaralla
kerrotaan summan ensimmaisen ja viimeisen termin keskiarvo eli

a1+an

" 2

Perustelu: Kirjoitetaan summa kahteen kertaan, ensin alusta loppuun ja sitten

lopusta alkuun:

Sp=aytaytazt-ta, ,va,  +a,

S,=a,*ta, ta, ,*t-tayta,ta

Kun nama lasketaan puolittain yhteen, saadaan

25,=(a;ta)*(ay*ta, )+tlayta, )+ +(a,+ta.

Tassa summassa kaikki sulkujen sisalla olevat lausekkeet ovat yhta suuria kuin

a, + a,. Aritmeettisen lukujonon maaritelman nojalla nimittain esimerkiksi

ay*ta, = (aytd)+a,
=ayt(a,+d

=a;ta,
ja sen vuoksi myos

ayta, ,=(aytd)ta,
=ayt(a,,*d)

a, + an—1

—a1+an.

Naita yhteenlaskettavia on n kappaletta, joten voidaan paatelld, etta

28, =n(a; +a,).

Siten



Seuraavissa tehtavissa harjoitellaan askeisen teoreeman soveltamista.
TEHTAVA 3.22: ARITMEETTINEN SUMMA
(@) Mita tietoja tarvitset, jotta voit laskea aritmeettisen summan edella esitetyn teoreeman
avulla?

(b) Laskesumma2+5+8+ ...+ 26+ 29 aritmeettisen summan kaavalla eli edella esitetyn
teoreeman avulla.

(c) Aritmeettisen jonon (a,) yleinen jasen on a, = 3n + 1. Laske tdméan jonon kahdenkymmenen
ensimmaisen jasenen summa.

TEHTAVA 3.23: ARITMEETTINEN SUMMA

Tasaisesti viettavaan rinteeseen rakennetaan aita, jonka pituus on 126 metria. Aidan ylareunan
halutaan olevan vaakasuorassa. Aitaan tulee tolppa molempiin paihin ja aina 1, 5 metrin valein.
Matalimman tolpan korkeus on 0,75 m ja korkeimman tolpan korkeus 2,43 m.

(a) Laske aitatolppien lukumaara.

(b) Laske, kuinka paljon seuraava tolppa on edellista pidempi, olettaen, etta tolppien pituus
kasvaa tasaisesti.

(c) Kuinka monta metria aitatolppiin kaytettavaa puuta tarvitaan aidan rakentamiseen? Miten
voit tassa hyddyntaa aritmeettisen summan kaavaa?

(d) Kuinka monta metria aitatolppiin kaytettavaa puuta tarvitaan, jos aidasta paatetaan
sadstosyista rakentaa vain 75 metria matalammasta paasta alkaen?

GEOMETRINEN LUKUJONO

Edelld tutustuttiin aritmeettiseen lukujonoon, jossa perakkaisten jasenten erotus on vakio.
Toinen lukujonotyyppi, jota tarvitaan useissa sovelluksissa, on niin sanottu geometrinen
lukujono. Sita tarvitaan esimerkiksi talouteen liittyvissa sovelluksissa kuten korkoihin ja

lainoihin liittyvissa laskelmissa.
TEHTAVA 3.24: LUKUJONO

Milla tavalla b-kohdan lukujono on erilainen kuin muut? Selitd omin sanoin.

(@) 2.4,8,16, ...
(b) 1,3,5,7, ...
111
(c) 7_I _Ii_l _I
3'9" 27" 81

(d) 1,525,125, ...




TEHTAVA 3.25: LUKUJONO

Keksi saanto, jolla seuraava jasen saadaan laskettua edellisen jasenen avulla.

(@ 1,3,6,9, ...

1 1
(b) 3 Te

=

’

0| =

(c) 3,-12,48,-192, ...

MAARITELMA: GEOMETRINEN LUKUJONO

Lukujono (a,) on geometrinen, jos ja vain jos sen kahden perakkaisen jasenen
suhde eli osamaara on aina sama. Toisin sanottuna jos on olemassa sellainen
luku ¢, etta

kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla ».

Suhde ¢ on nimeltaan jonon suhdeluku.

Se, etta lukujono on geometrinen, voidaan siis osoittaa tutkimalla perakkaisten jasenten
a,.jaa,suhdetta. Tarkastellaan esimerkiksi jonoa (a,), jollaa, = —3 - 7". Sen

perakkaisten jasenten suhde on

Apey =3 7741

a, B -3.7"
=377
=17.

Huomataan, etta perakkaisten jasenten suhde on aina 7, joten jono (a,) on geometrinen.
TEHTAVA 3.26: GEOMETRINEN LUKUJONO

Keksi esimerkki geometrisesta lukujonosta ja luettele sen nelja ensimmaista jasenta, jos jonon

suhdeluku on

(@) g=4
(b) q=%
© a- -3



TEHTAVA 3.27: GEOMETRINEN LUKUJONO

Laske lukujonon perakkaisten jasenten suhteet a,: a, ja a;: a,. Voiko lukujono olla suhteiden perusteella

geometrinen, jos jonon ensimmaiset jasenet ovat

(a) 1,5,15

(b) 2,8,32

TEHTAVA 3.28: GEOMETRINEN LUKUJONO

3
Tarkastele geometrista lukujonoa 53

Slw

(@) Kopioi alla oleva taulukko vihkoosi.

n 1 2 3 4 5 6 7
3 3
anZE?:

(b) Mika on tarkastellun geometrisen jonon suhdeluku ¢?

(c) Taydenna taulukkoon luvut a,ja as.

(d) Keksisaanto, jolla jonon jasen a, saadaan laskettua jonon ensimmaisesta jasenesta a,
jarjestysnumeron » ja suhdeluvun ¢ avulla. Muodosta taman saannén avulla lauseke jasenelle a,,.

(e) Testaa keksimaasi saantoa taulukon avulla. Antaako se oikean tuloksen taulukon kaikissa
sarakkeissa?

Edellisessa tehtavassa havaittiin, etta tarkastellun geometrisen jonon jasenet pystyttiin
laskemaan, kun tiedetiin jonon ensimmainen jasen ja suhdeluku. Tama havainto koskee
kaikkia geometrisia jonoja, kuten seuraava teoreema osoittaa. Lue teoreeman perustelu
huolellisesti ja mieti jokaisen virkkeen jalkeen, mita jarkea selityksessa on. Jos jokin kohta

tuntuu hamaralta, keskustele siita kaverin tai opettajan kanssa.



TEOREEMA5

Geometrisen jonon (a,) jasenet saadaan laskettua, jos tiedetaan jonon
ensimmainen jasen a, ja jonon suhdeluku ¢, silla kaikilla positiivisilla
kokonaisluvuilla n patee

_ n—1
a,=a;q" .

Perustelu: Geometrisen jonon maaritelman mukaan

a,+1

—9q

n

elia,,, = a,q kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla ». Tasta saadaan seuraavat
tiedot:

dy = 419
as = drq = (‘HCI)‘] = a1q2
ay = azq = (alqz)q = a1q3

A5 = a9 = (a1q3)q - a1q4

ja niin edelleen. Havaitaan séanndnmukaisuus: jonon toisesta jasenesta

alkaen jasen a, saadaan aina tulona a,q" " . Liséksi

al = alqo,
silléd ¢° = 1 kaikilla ¢ # 0. Voidaan paatell, ettd kaikilla positiivisilla
kokonaisluvuilla n patee

_ n—1
a,=a;q" .

Seuraavissa tehtavissa harjoitellaan askeisen teoreeman soveltamista.
TEHTAVA 3.29: GEOMETRINEN LUKUJONO

Maarita lauseke geometrisen lukujonon yleiselle jasenelle, jos jonon ensimmaiset jasenet ovat
(@) 2jas

(b) -3ja9



TEHTAVA 3.30: GEOMETRINEN LUKUJONO

Tarkastele geometrista lukujonoa, jonka toinen jasen a, = 6 ja suhdeluku ¢ = 3. Maarita taman
lukujonon

(@) yleinenjasena,

(b) yleisen jasenen avulla 13. jasen a ;.

GEOMETRINEN SUMMA

Aiemmin tutustuttiin artimeettiseen summaan, joka muodostuu, kun aritmeettisen

lukujonon alkupaan jasenet lasketaan yhteen. Geometriseen lukujonoon liittyy vastaava

kasite: geometrinen summa.

MAARITELMA: GEOMETRINEN SUMMA

Summa

Sn:al+...+an

on geometrinen, jos ja vain jos vastaava lukujono (a,) on geometrinen.

TEHTAVA 3.31: GEOMETRINEN SUMMA

Fysioterapeutti maaraa henkildlle kuntousohjelman, jossa toistetaan tiettyja liikkeita kerran paivassa
kuukauden ajan. Ensimmaisena paivana liikkeita pitaa tehda kymmenen minuutin ajan, ja seuraavina
paivina suoritusaikaa kasvatetaan aina 5 % eli se 1, 05-kertaistetaan.

(a) Kuinka monta minuuttia henkilo harjoittelee kuntoutusohjelman 2. paivana?

(b) Kuinka monta minuuttia henkil6 harjoittelee kuntoutusohjelman 10. paivana?

(c) Kuinka monta minuuttia henkilo harjoittelee yhteensa kuntoutusohjelman viiden
ensimmaisen paivan aikana?

(d) Miten geometrinen jono liittyy tahan tehtavaan?

(e) Miten geometrinen summa liittyy tahan tehtavaan?

Edella perustellun teoreeman mukaan geometrisen lukujonon (a,) jasenet saadaan aina

edellisesta jasenesta kertomalla suhdeluvulla . Geometrinen lukujono (a,) on siis muotoa



2
a, aq, a1q-, a1q3,

Vastaava geometrinen summa voidaan siis kirjoittaa muodossa

_ 2 -1
S,=aytaq+taq +-+aq" "

Seuraavassa teoreemassa esitetaan tapa, jolla mika tahansa geometrinen summa
saadaan laskettua. Lue teoreeman perustelu huolellisesti ja mieti jokaisen virkkeen
jalkeen, mita jarked selityksessa on. Jos jokin kohta tuntuu hamaraltd, keskustele siita

kaverin tai opettajan kanssa.



TEOREEMA 6

Geometrinen summa S, = a, + --- + ¢, voidaan laskea seuraavasti:

o Jos suhdeluku g on ykkdsesta poikkeava eli ¢ # 1, niin

1_
aytayg+agi+otag =ap 1 =
—4q

Huomaa, etta tassa luku n kertoo sen, kuinka monta yhteenlaskettavaa
summassa on.

o Jos suhdeluku g on yksi eli g = 1, niin

2 -1 _
atagtag+-+aq" " =na,

Perustelu:

o Tarkastellaan aluksi tilannetta, jossa ¢ # 1. Kirjoitetaan summa kahteen
kertaan, ensin tavallisesti ja sitten suhdeluvulla kerrottuna:

_ 2 ~1
Sp=aytag+ag ++agq"

qS, = qa; +ayg +ag®+ - +a;q" ")
Kun alemman yhtalon oikealla puolella kerrotaan sulut auki, nayttaa tilanne
talta:

_ 2 -1
Sy=aytagtag - +aq”

qS, = ayg+aygt+ag’+ o+ ag”

Kun ylemmasta yhtaldsta vahennetaan alempi, suurin osa termeista kumoaa
toisensa ja saadaan

Yhtalon vasemmalta puolelta voidaan ottaa yhteinen tekija S, jolloin yhtalo
saadaan muotoon

(1-¢)S,=a,—a;q".

Jakamalla yhtalén molemmat puolet kertoimella 1 — ¢ saadaan



Huomaa, ettd alussa rajoituttiin tarkastelemaan tilannetta, jossa ¢ # 1. Sen
vuoksi 1 — ¢ # 0 ja jakaminen voidaan tehda. Saadun yhtalon oikealta puolelta
voidaan viela ottaa yhteinen tekija «, jolloin yhtalo saadaan muotoon

o Josg=1,niinS,=a;+a;++a;, missa yhteenlaskettavien lukumaara on n.
Siis tassa tapauksessa S, = na;.

Seuraavissa tehtdvissa harjoitellaan askeisen teoreeman soveltamista.
TEHTAVA 3.32: GEOMETRINEN SUMMA

Geometrisen lukujonon ensimmaiset jasenet ovat 3 ja 6. Laske jonon 10 ensimmaisen jasenen summa

(@) maarittamalla ensin yhteenlaskettavat jasenet ja laskemalla tdman jalkeen summalauseke
al +a2+ R a9+ (110.

(b) kayttamalla edellisessa teoreemassa esitettya geometrisen summan kaavaa.

TEHTAVA 3.33: GEOMETRINEN SUMMA

(@) Mita tietoja tarvitset, jotta voit laskea geometrisen summan edelld esitetyn teoreeman
avulla?

(b) Laske summa s+ 15+45+ ...+ 3645+ 10935 geometrisen summan kaavalla eli edella

esitetyn teoreeman avulla. Tutki kokeilemalla, kuinka monta yhteenlaskettavaa tédssa summassa
on, eli mika on n. Voit kayttaa laskinta apuna.

1\~
(c) Geometrisen jonon (a,) yleinen jasen ona, = (— —) . Laske taman jonon 15 ensimmaisen
2

jasenen summa.

TEHTAVA 3.34: GEOMETRINEN SUMMA

Henkil6 aloitti sadastamisen vuoden 2007 alussa tallettamalla 500 euroa tilille, jonka vuotuinen korko oli

1,5 %. Han talletti tilille sen jalkeen saman summan aina vuoden alussa. Kertyneet korot lisattiin tilille
vuosittain vuoden lopussa.

(@) Kuinka paljon rahaa tililla oli vuoden 2007 lopussa koronlisdyksen jalkeen ennen toista
talletusta?

(b) Kuinka suureksi summaksi vuoden 2007 alussa tehty talletus olisi kasvanut vuoden 2016
loppuun mennessa, jos tilille ei olisi tehty muita talletuksia?

(c) Kuinka suureksi summaksi vuoden 2008 alussa tehty talletus olisi kasvanut vuoden 2016
loppuun mennessa, jos tilille ei olisi tehty mitadan muita talletuksia?

(d) Kuinka monta talletusta henkil6 ehtii tehda vuoden 2016 loppuun mennessa?



(e) Kuinka suureksi summaksi vuoden 2016 alussa tehty talletus olisi kasvanut vuoden 2016
loppuun mennessa, jos tilille ei olisi tehty mitadn muita talletuksia?

(f) Kuinka paljon rahaa tililla oli yhteensa vuoden 2016 lopussa koronlisdyksen jalkeen? Miten
voit tassa soveltaa edellisia kohtia ja geometrisen summan kaavaa?

(g) Jos henkil6 jatkaisi sdastamista samalla tavalla, kuinka paljon rahaa hanen tilillaan olisi
vuoden 2050 lopussa?

TEHTAVASARJA I

TEHTAVA 3.35: LUKUJONO
Tarkastele lukujonoa (a,), joka alkaa 4, 9, -5, 14, — 19, 33.

(@) Keksisaanto, jolla taman lukujonon jasenet saadaan laskettua kahdesta edellisesta
jasenesta.

(b) Maaritd jasenet a, agja aq.

VASTAUS

(a) Quier = 9y~ 4y

(b) a;= —52,ag=85jaa,= —137.

TEHTAVA 3.36: LUKUJONON JASENEN MAARITTAMINEN

Maarita lukujonon (a,) kolme ensimmaista jasenta seka 100. jasen, jos

(@) a :n—l

noon+2

(b) an=n2+2n.

VASTAUS

1 2 33
(a) a1:0, aZZZ, a3:§, aloozi

(b) al = 3, a2: 8, a3 = 15, alo(): 10200.

TEHTAVA 3.37: LUKUJONON JASENEN MAARITTAMINEN

Maarita a- ja as,, jos

(a) a,=2n->5

2
(b) a,= - §n+2.

VASTAUS

(a) a;=9jaas, =99



TEHTAVA 3.38: ONKO LUKU LUKUJONON JASEN?

Lukujonon (a,) yleinen jasen on a, = 8n — 3. Tutki yhtalon avulla, ovatko seuraavat luvut taman lukujonon
jasenia. Jos luku on lukujonon (a,) jasen, niin kuinka mones jasen se on?

(@) 19
(b) 45

(a) Eiole.
(b) Kuudes jasen.

(c) Eiole.

TEHTAVA 3.39: REKURSIIVINEN LUKUJONO

Lukujono (a,) on maaritelty seuraavasti:

a, =2

a4, +1
a = 3 kaikillan = 2,3,4, ...

n

Maarita jonon (a,) jasenet a,, a3, a4 ja as.

VASTAUS

Tehtdvissa, joissa halutaan selvittaa rekursiivisen lukujonon jasenia, laskimesta on suuri
apu. Laskimista I6ytyy ans-nappain, joka tarkoittaa aina viimeisinta tulosta. Kyseista
nappainta voi kayttaa rekursiokaavassa alkuehdon paikalla. Tarkastellaan esimerkiksi

edellisen tehtavan lukujonoa, jolle

0 = "T Kaikilla 7 = 2,3, 4, ...

Selvitetaan taman jonon 10. jasen. Kasin se olisi melko hidasta, mutta laskimella se

onnistuu nopeasti seuraavalla tavalla:



Syotetaan laskimeen aluksi alkuarvo 2 ja painetaan enter. Syotetaan taman jalkeen

rekursiokaava niin, etta korvataan edeltava jasen a,_; ans-nappaimella. Painetaan taman
jalkeen enter ja saadaan jonon toinen jasen, joka on tassa tapauksessa ; Tassa laskin
syotti ans-napin kohdalle siis luvun 2. Kun taman jalkeen painetaan taas enter, saadaan
jonon kolmas jasen, joka tassa tapauksessa on 2. Taulukoidaan kaikki jasenet paperille
nakyviin ja jatketaan enter-napin painamista, kunnes saadaan jonon kymmenes jasen.

- : - 513
Jonon kymmenenneksi jaseneksi saadaan talla tavalla o

TEHTAVA 3.40: REKURSIIVINEN LUKUJONO

Tutki jonoa (a,), jolle

al =3
—a, |+4 kaikillan = 2,3, 4...

(@) Maérita laskimen avulla lukujonon jasenet 9. jaseneen asti ja kokoa ne taulukkoon.

(b) Tutki laskimen avulla, kuinka moni jonon jasenista on pienempi kuin luku 100.

VASTAUS
(@) 3,7,11,15,19, 23, 27,31, 35.

(b) 25 jasenta on pienempia kuin luku 100.

TEHTAVA 3.41: LUKUJONON MAARITTELY

Lukujonon (a,) ensimmainen jasen on 3, ko/mas jasen on 27 ja neljas jasen on 81.

(a) Paattele, mika on lukujonon toinen jésen a,.

(b) Keksisaanto, miten jasen a, saadaan lausuttua edellisen jasenen a,,_, avulla. Toisin
sanottuna maarittele lukujono (a,) rekursiivisesti.

(c) Keksisaantd, miten jasen a, saadaan lausuttua jarjestysnumeron » avulla. Toisin sanottuna
maarittele lukujono (a,) analyyttisesti.

VASTAUS

TEHTAVA 3.42: LUKUJONON MAARITTELY

Tarkastele parillisten positiivisten kokonaislukujen 2, 4, 6, ... muodostamaa lukujonoa ().

(a) Keksisaanto, miten jasen ¢, saadaan lausuttua edellisen jasenen a, , avulla. Toisin
sanottuna maarittele lukujono (a,) rekursiivisesti.




(b) Keksisaanto, miten jasen a, saadaan lausuttua jarjestysnumeron » avulla. Toisin sanottuna
maadrittele lukujono (a,) analyyttisesti.

VASTAUS
(a) a1=2jaan=an_1+2.

(b) a =2n

n

TEHTAVA 3.43: LUKUJONON MAARITTELY

Tarkastele parittomien positiivisten kokonaislukujen 1, 3, 5, ... muodostamaa lukujonoa ().

(a) Keksisaants, miten jasen b, saadaan lausuttua edellisen jasenen » | avulla. Toisin
sanottuna maarittele lukujono (b,) rekursiivisesti.

(b) Keksisaanto, miten jasen b, saadaan lausuttua jarjestysnumeron » avulla. Toisin sanottuna
maarittele lukujono (b,) analyyttisesti.

VASTAUS
(@) b,=1jab,=b, ,+2.

(b) b,=2n-1

TEHTAVA 3.44: LUKUJONO

Henkil6 aloittaa lenkkeilyharrastuksen. Ensimmainen lenkki on kilometrin mittainen ja seuraava lenkki
aina 200 metria pidempi kuin edellinen.

(@) Kuinka pitka on henkilon seitsemas lenkki?
(b) Maarittele rekursiivisesti jono (a,), missa a, on n:ntena paivana tehdyn lenkin pituus.

(c) Maarittele analyyttisesti jono (a,), missa a, on n:ntend paivana tehdyn lenkin pituus.

(d) Jos henkil6 kay lenkilla kolme kertaa viikossa, kuinka monennella viikolla han juoksee
ensimmaisen kerran vahintdan maratonin mittaisen lenkin (42,195 km)?

VASTAUS
(a) 2200 m
(b) a,=1000jaa,=a, ;+200
(c) a,=1000+200(n— 1)

(d) 69.viikolla.

TEHTAVA 3.45: ARITMEETTINEN LUKUJONO

Tarkastele aritmeettista lukujonoa 1,4, 7, ....
(@) Mika on jonon differenssi d?
(b) Paattele jonon 10. jasen.

(c) Muodosta analyyttinen lauseke yleiselle jasenelle a,,.

(d) Muodosta rekursiivinen lauseke yleiselle jasenelle a,,.



(e) Onko luku 20 jonon jasen? Perustele.

VASTAUS
(@) d=3
(b) a,,=28

TEHTAVA 3.46: ARITMEETTINEN LUKUJONO

Tutki, voiko jono olla aritmeettinen, jos sen perakkaiset jasenet ovat
(@) 6,10ja14
(b) = 37jasx
(c) 3,3ja3.

Perustele omin sanoin.

VASTAUS
(a) Voiolla.
(b) Voiolla.
(c) Voiolla.

TEHTAVA 3.47: ARITMEETTINEN LUKUJONO

Aritmeettisen lukujonon ensimmainen termi on 2 ja viides on 4. Mika on jonon kymmenes termi?
VASTAUS

6,5

TEHTAVA 3.48: ARITMEETTINEN SUMMA

Aritmeettisen jonon yleinen jasen on a, = 3n + 1. Maarita jonon kahdenkymmenen ensimmaisen

jasenen summa.
VASTAUS

650

TEHTAVA 3.49: ARITMEETTINEN SUMMA

Auditorion ensimmaiselld rivilla on 14 istuinta ja seuraavalla rivilla aina 2 istuinta enemman. Kuinka

monta istuinta auditoriossa yhteensa on, kun viimeisella rivilld on 38 istuinta?



VASTAUS

338 istuinta. Onnistuitko ratkaisemaan tehtavan aritmeettisena summana?

TEHTAVA 3.50: ARITMEETTINEN SUMMA
Paattele, kuinka monta aritmeettisen jonon jasenta pitaa vahintaan laskea yhteen, jotta summa ylitaa
100, jos

(@) jonon toinen jasen on 7 ja neljas 15

(b) jononyleinen jasenona, = 8n +2.

Selita, miten ajattelit.
VASTAUS

(@) 7jasenta

(b) 5jasenta.

TEHTAVA 3.51: GEOMETRINEN LUKUJONO

Tarkastele geometrista lukujonoa (b,), jonka yleinen jasenon b, =5 - 4=l

(@) Maarita jonon kolme ensimmaista jasenta.

(b) Mika on jonon suhdeluku ¢?

VASTAUS
(a) 5,20, 80.
(b) g=4

TEHTAVA 3.52: GEOMETRINEN LUKUJONO
. . 3
Tarkastele geometrista lukujonoa 503,612, ...
(@) Mika on jonon suhdeluku ¢?

(b) Paattele jonon 6. jasen.

(c) Muodosta analyyttinen lauseke yleiselle jasenelle a,,.
(d) Muodosta rekursiivinen lauseke yleiselle jasenelle a,,.

(e) Onko luku 20 jonon jasen? Perustele.

VASTAUS
(@) g=2
(© a,=3n



(e) Eiole.

TEHTAVA 3.53: GEOMETRINEN LUKUJONO
Palauta mieleen, mika on geometrisen lukujonon maaritelma. Tutki sen avulla, voiko jono olla
geometrinen, jos sen ensimmaiset jasenet ovat

(@) 1,3,5
(b) 1,-1,1
(C) T, T, .
Mydnteisessa tapauksessa maarita jonon suhdeluku ¢ seka jonon yleinen jasen a,.

VASTAUS
(a) Ei

(b) Kylla, sundeluku g = — 1 jayleinenjésena, =1- (-1 '=(-1)"L

(c) Kylla, suhdeluku ¢ = 1 jayleinen jasena, = - 1" ! = 7.

TEHTAVA 3.54: GEOMETRINEN LUKUJONO

Geometrisen jonon ensimmainen jasen on 3 ja kolmas jasen on 12.

(a) Paattele jonon suhdeluku. Huomaa kaksi eri vaihtoehtoa.

(b) Muodosta jonon yleinen jasen a,.

(c) Maarita yleisen jasenen avulla a ,.

(a) Suhdeluku on 2 tai -2.
(b) a,=3-2""taia,=3-(-2y""".

(c) ap,=6l44taia, = — 6144,

TEHTAVA 3.55: GEOMETRINEN SUMMA

1\n—1
Laske geometrisen jonona, = 4 - (5 kymmenen ensimmaisen jasenen summa. Syota lauseke

laskimeen siten, etta saat vastauksen murtolukuna.

VASTAUS

1023
10 128"

TEHTAVA 3.56: GEOMETRINEN SUMMA



Laske geometrisen lukujonon 6, — 18, 54, ... kolmentoista ensimmaisen jadsenen summa.

VASTAUS
S|3 = 2391486

TEHTAVA 3.57: LUKUJONON PIRTAMINEN LASKIMELLA

Selvita, miten voit piirtaa laskimellasi lukujonon ja tarkastella sen arvoja taulukosta. Esimerkiksi TI
Nspire CAS CX -laskimella se onnistuu Kuvaajat-sovelluksessa valitsemalla Kuvaajan sy6ttd/muokkaus -
kohdasta Sekvenssi. Taulukon, johon laskin automaattisesti laskee lukujonon arvoja nakyviin, saa

komennolla Ctrl+T. Lisatietoja TI Nspire:n laskimesta loytyy esimerkiksi taalta Opetusvinkista 2/2016.
Piirra seuraavat lukujonot:

(a) an=3n—1

. 3a, 1 . . .
() a,=3jaa, = - kaikilla kokonaisluvuilla n > 2.
1 n 2 a

n—1
Tutki, ovatko nama lukujonot aritmeettisia tai geometrisia.
VASTAUS
(a) Aritmeettinen
(b) Geometrinen

(c) Ei kumpikaan

TEHTAVASARJA I

TEHTAVA 3.58:

Sailyketdlkeista rakennetaan torni niin, ettd alimmassa kerroksessa on 22 tolkkia ja seuraavalla aina
kolme vahemman. Kuinka monta kerrosta tolkkitorniin voi ndin tehda? Kuinka monta télkkia tornissa

on?
VASTAUS

8 kerrosta, yhteensa 92 tolkkia.

TEHTAVA 3.59:

Tutki, onko lukujono aritmeettinen, jos sen yleinen jadsen on

(a) a,=2n-35


http://nspire.fi/author/markku-parkkonen/

Jos lukujono on aritmeettinen, mika on sen differenssi?

VASTAUS

(c) Jono eiole aritmeettinen.

TEHTAVA 3.60:

Tarkastele lukujonoa (a,), jolle a, = 2 - 3™.

(@) Tutki, onko kysymyksessa geometrinen lukujono. Jos on, maarita sen suhdeluku.

(b) Palauta mieleen, miten tutkit, onko luku jonkin lukujonon jasen.

(c) Tutki, onko luku 1062 882 lukujonon (a,) jasen. Ratkaisussa muodostuvan yhtélén voit

ratkaista laskimella.

(d) Tutki, onko luku 118 096 lukujonon (a,) jdsen samaan tapaan kuin edellisessé kohdassa.

VASTAUS
(@ ¢=3
(b)
(c) On.
(d) Ei

TEHTAVA 3.61:

Pyramidihuijari avaa pankkitilin ja siirtad ensimmaisessa vaiheessa tilille 100 €. Taman jalkeen han

houkuttelee mukaan kolme sijoittajaa, joista jokainen siirtaa toisessa vaiheessa huijarin tilille 100 €.

Kolmannessa vaiheessa kukin naista kolmesta houkuttelee edelleen mukaan kolme uutta sijoittajaa,

joista jokainen siirtaa 100 € huijarin tilille. Huijaus jatkuu saman kaavan mukaisesti. Kuinka monen

vaiheen jalkeen tililla oleva summa ylittda Suomen valtion vuoden 2013 talousarvion, joka on 54,1

miljardia euroa? [Lyhyt K2014/8]

Vihje: Hahmottele paperille, miten huijaus etenee, esimerkiksi piirtdmalla puumalli. Muodostava

tarvittava yhtalo ja ratkaise yhtald laskimella.
VASTAUS

19 vaiheen jalkeen.

TEHTAVA 3.62:



Henkil® 1ahettaa sahkdpostin kahdelle ystavalleen. Kumpikin naista lahettaa saman viestin 10 minuutin
kuluttua edelleen kahdelle uudelle henkildlle, jotka toimivat samoin. Tilanne toistuu kunkin saajan
kohdalla aina samalla tavalla, eika kukaan saa kyseista sahkdpostia toista kertaa. Kuinka kauan kestaa,

ettd 20 000 henkil6a on saanut sahkopostin? Anna vastaus 10 minuutin tarkkuudella. [Lyhyt K2012/7]

Vihje: Hahmottele sahkdpostin saaneita, ei siis ensimmaista lahettajaa, paperille ja yrita mallintaa

tilanne joksikin tutuksi lukujonoksi tai summaksi.
VASTAUS

2 h 10 min.

TEHTAVA 3.63:

Eraan kaivoksen kivihiilivarojen laskettiin vuoden 2015 alussa riittavan 50 vuodeksi, jos louhintatahti
(yksikkona tonnia/vuosi) pysyy samana. Mina vuonna kivihiilivarat loppuvat, jos louhintaa lisataan joka
vuosi 2,5 % edelliseen vuoteen verrattuna?

[Pitka S2015/8]

VASTAUS

Kivihiilivarat loppuisivat vuoden 2048 aikana.

TEHTAVA 3.64:

Eras menetelma luvun \/Z likiarvojen laskemiseksi perustuu kaavaan

1 ) a
Xn+1 = 3 xn+ 2P
(x,)

kunn=1,2,...ja x, =1 Tarkastellaan kyseista jonoa ()5 X9, X5, .., kun a = 9. Milla indeksin » arvolla
nain lasketut likiarvot toteuttavat ensimmaisen kerran seuraavan ehdon: lukujen x, ja x, , | seitseman

ensimmaista desimaalia ovat samat? [Lyhyt K2014/11]

VASTAUS
n=717

TEHTAVA 3.65:

12
Lukujonossa (a,)ona;=2jaa, = 5 Maarita jonon sadan ensimmaisen termin summa, kun jono on

(a) aritmeettinen

(b) geometrinen. Anna taman kohdan vastaus miljoonan tarkkuudella.
[Lyhyt K2013/11]
VASTAUS



(a) 2180

(b) 828 miljoonaa

TEHTAVA 3.66:

Aritmeettisen jonon ensimmainen termi on 10 ja toinen termi 12. Geometrisen jonon ensimmainen
. . 21 v . . . .
termi on 2 ja suhdeluku ¢ = % Monennestako termista lahtien geometrisen jonon termi on suurempi

kuin vastaava aritmeettisen jonon termi? Muodosta tarvittava epayhtal6 ja etsi sille ratkaisu
kokeilemalla. [Lyhyt K2011/13]

VASTAUS

96. termista lahtien.

TEHTAVA 3.67:

Aritmeettisen jonon ensimmainen termi on 1, viimeinen termi on 61, ja jonon termien summa on 961.
Mika on jonon toinen termi?

[Lyhyt K2009/13]

VASTAUS

3

TEHTAVA 3.68:

Lukujonon ensimmainen termi on 2, ja jonon kukin seuraava termi on 5 % suurempi kuin edellinen
termi. Muodosta jonon n:nnen termin lauseke. Tutki tdman avulla, kuinka moni jonon termi on
pienempi kuin 1000 miljoonaa. Laske ndiden termien summa kolmen numeron tarkkuudella.
[Lyhyt S2008/10]

Vihje: Ratkaise muodostuva yhtalo laskimella.
VASTAUS

Jonon n:stermion2 - 1,05"" 1, 411 termij alittaa 1000 miljoonaa ja ndiden termien summa on
2,046 - 1010,

TEHTAVA 3.69:

Aiti pitaa kakkukestit kolmelle lapselleen. Aiti jakaa kakun ensin neljaan osaan, joista kolme osaa han
antaa lapsille. Kun lapset ovat syOneet, diti jakaa jaljelle jadneen neljdnnen osan jalleen neljdan osaan,
joista kolme osaa han antaa lapsilleen. Nain han jatkaa edelleen jakaen neljatta osaa, kunnes on tehnyt
vastaavan jako-operaation n kertaa. Muodosta lauseke, joka ilmaisee lapsille jaetun kakkumaaran

osuuden alkuperaisesta kakusta.

Vihje: Kirjaa taulukkoon aidille jdava osuus eri vaiheissa.



VASTAUS
1

1 — —

47

TEHTAVA 3.70:
Tarkastellaan lukujonoja (a,) ja (b,), joiden kaikki termit a, ja b,, n = 1,2, ..., ovat positiivisia.

(a) Oletetaan, ettd jono (a,) on geometrinen. Osoita, ettd a, = . /an_lan+1 kaikillan = 2,3, ...
(b) Oletetaan, ettd b, = \[b,_,b, . Kaikillan = 2,3, ... Osoita, etta jono (b,) on geometrinen.

[Pitka S2014/8]
VASTAUS

Ratkaisu l6ytyy taalta.

TEHTAVA 3.71:
(a) Geometrisen jonon kaksi perakkaista termia ovat rationaalilukuja. Osoita, ettd jonon kaikki
termit ovat rationaalilukuja.

(b) Geometrisessa jonossa on ainakin kaksi rationaalista termia. Osoita, etta
rationaalisia termeja on aarettdman monta.

[Pitka S2012/11]
VASTAUS

Ratkaisu l6ytyy taalta.

[TSEARVIOINTITEHTAVAT

Varmista, ettd olet oppinut tdman luvun keskeiset asiat tekemalla itsearviointitesti

opetus.tv:n polku-palvelussa. Samalla harjoittelet omien ratkaisujesi pisteyttamista

pisteytysohjeiden avulla.

Funktio


http://www.ylioppilastutkinto.fi/images/sivuston_tiedostot/Hyv_vast_piirt/FI_2014_S/2014_S_M.pdf
http://matta.hut.fi/matta/yoteht/s12pratk.pdf
http://polku.opetus.tv/node/1584

LUVUN TAVOITTEET

Taman luvun tavoitteena on, etta tunnet funktion kasitteen ja osaat piirtaa ja tulkita

funktioiden kuvaajia. Osaat

o tunnistaa, onko saanto funktio, ja paatelld, mika on funktion maarittelyehto

o maadrittaa funktion arvon tietyssa kohdassa kuvaajasta paattelemalla, kasin
laskemalla ja laskimen avulla

o lukea kuvaajasta funktion nollakohdat seka sen, missa funktion arvot ovat
positiivisia ja missa negatiivisia
o piirtaa laskimella funktion kuvaajan

o tunnistaa ensimmaisen asteen polynomifunktion kuvaajan ominaisuuksia
funktion lausekkeesta

o tunnistaa eksponentti- ja logartimifunktioiden kuvaajat.

FUNKTIO

Tassa luvussa tutustutaan funktion kasitteeseen. Sen avulla voidaan mallintaa ja tutkia
erilaisten mitattavissa olevien asioiden valisia riippuvuuksia, kuten esimerkiksi pyorailijan
tiettyna aikana kulkeman matkan riippuvuutta pyorailijan vauhdista tai tyontekijan

maksamien verojen maaran riippuvuutta tydntekijan tuloista.

Funktio on siis jonkinlainen saanto, joka kertoo, miten jokin asia liittyy toiseen. Ennen kuin
sovimme tarkemmin, mita funktion kasitteella tarkoitetaan, tutkitaan seuraavissa

tehtavissa muutamien erilaisten sdantdjen ominaisuuksia.

TEHTAVA 4.1: ERILAISIA SAANTOJA

Tutkitaan saantoa f, joka liittaa jokaiseen luonnolliseen lukuun sen numeroiden summan. Siis

esimerkiksi lukuun 156 saanto fliittda luvun 1 + 5 + 6 = 12. Tama voidaan merkita
f56)=1+5+6=12.

(@) Minka luvun saanto fliittaa lukuun 389? Toisin sanottuna, mika on £{389)?
(b) Minka luvun saanto fliittaa lukuun 106 437? Toisin sanottuna, mika on f{106 437)?

(c) Onko olemassa jokin luonnollinen luku, jonka tapauksessa saannén fantamaa tulosta ei
voida laskea? Selitd omin sanoin.

(d) Onko olemassa jokin luonnollinen luku, johon saanto £ liittaa useita eri lukuja? Selitd omin
sanoin.



TEHTAVA 4.2: ERILAISIA SAANTOJA

Tutkitaan saantoa g, joka liittaa jokaiseen kaksinumeroiseen luonnolliseen lukuun sen numeroiden

erotuksen kaanteisluvun. Siis esimerkiksi lukuun 36 saanto g liittaa luvun

1

1

1
3-6 -3 3

Tama voidaan merkita

(36) = —— — =
& 3-6 3
(@) Minka luvun saanto g liittaa lukuun 94? Toisin sanottuna, mika on g(94)?

(b) Minka luvun saanté g liittaa lukuun 77? Toisin sanottuna, mika on g(77)?

(c) Onko olemassa jokin kaksinumeroinen luonnollinen luku, jonka tapauksessa saannon g
antamaa tulosta ei voida laskea? Selita omin sanoin.

(d) Onko olemassa jokin kaksinumeroinen luonnollinen luku, johon saanté g liittaa useita eri
lukuja? Selitd omin sanoin.

TEHTAVA 4.3: ERILAISIA SAANTOJA

Tutkitaan saantoa #, joka liittaa jokaiseen murtolukumuodossa kirjoitettuun rationaalilukuun sen
e " . I 42 e R
osoittajan ja nimittajan summan. Siis esimerkiksi lukuun 703 saanto 4 littaa luvun 42 + 105 = 147. Tama

voidaan merkita

h 42 =42+ 105 = 147
105 ) -

2 2
(a) Minka luvun saanto # liittda lukuun Z? Toisin sanottuna, mika on h(Z)?

1 1
(b)  Minka luvun sdanto 4 liittaa lukuun 5? Toisin sanottuna, mika on h(i)?

(c) Onko olemassa jokin rationaaliluku, jonka tapauksessa saannén h antamaa tulosta ei voida
laskea? Selitd omin sanoin.

(d) Onko olemassa jokin rationaaliluku, johon saanto # liittaa useita eri lukuja? Selitd omin
sanoin.

Edellisissa tehtavissa tutkittiin erilaisia saantoja, jotka kaikki liittivat tietyn joukon lukuihin

toisia lukuja. Sellaista saantoad, joka liittaa tietyn joukon jokaiseen alkioon tasmalleen
yhden alkion, sanotaan funktioksi.



MAARITELMA: FUNKTIO

Funktio joukosta X joukkoon Y tarkoittaa saantda, joka liittaa joukon X jokaiseen
alkioon tasmalleen yhden alkion joukosta Y.
Tassa esiintyva joukko X on funktion médrittelyjoukko eli Idhtéjoukko ja joukko Y

on funktion maalijoukko.

TEHTAVA 4.4: FUNKTIO

Tarkastele viela tehtavien 1-3 saantdéja 1, g ja h.

(a) Onko saanto ffunktio? Selita omin sanoin.
(b) Onko saanto g funktio? Selitda omin sanoin.
(c) Onko saanto i funktio? Selitd omin sanoin.

(d) Valitse saannoista f, g ja & yksi, joka on funktio. Mika on sen maarittelyjoukko? Enta minka
lukujoukon voi valita sen maalijoukoksi? Keksi kaksi erilaista vaihtoehtoa maalijoukoksi.

TEHTAVA 4.5: FUNKTIO

Tarkastele alla olevia kuvia, joissa on kuvattu saannét o, f; g, # ja h. Mitka naista saanndista ovat

funktioita joukosta X joukkoon ¥? Perustele omin sanoin.
x S ,.v f



Joskus funktion saanto voidaan ilmaista lausekkeen avulla. Esimerkiksi merkinta
fix)y=2x+1

ilmaisee sen, etta funktio fliittaa lukuun x luvun 2x + 1. Funktio f'siis kertoo luvun x

kahdella ja liséa tulokseen luvun 1.
TEHTAVA 4.6: FUNKTION ARVON LASKEMINEN

Tarkastellaan funktiota h(x) = —x%—3x + 1.

(a) Laske funktion 4 arvo kohdassa x = 2. Toisin sanottuna laske, mita on 4(2).

(b) Kaksi opiskelijaa laski funktion # arvon kohdassa x = — 4. Opiskelija A laski seuraavasti:
h(—4)= - —42-3. —4+1
= +42+12+1

=16+12+1 =29.
Opiskelija B puolestaan laski nain:

W(—4)= — (=42 =3 - (-4+1
= —16+12+1= —3.



Kumman lasku oli oikein?

N =

(c) Laske funktion # arvo kohdassax = —

TEHTAVA 4.7: KOORDINAATISTON PISTEET

Piirra vihkoosi samanlainen koordinaatisto kuin alla ja merkitse siihen pisteet (2, — 1), (- 3,0), (5,2),
(—4,1),(1,0),(6,3), (—5,2),(0,1),3,0), (—6,3), (=2, — 1), @, ja(—1,0). Millainen kuvio

koordinaatistoon syntyy?

Monia funktioita voidaan havainnollistaa piirtamalla funktion kuvaaja koordinaatistoon.
Jotta kuvaaja voidaan piirtaa, taytyy tietaa, mita arvoja funktio saa muuttujan eri arvoilla.
Kuvaajaa piirrettdessa muuttujan arvot luetaan vaaka-akselilta (x-akselilta) ja funktion

arvot pystyakselilta (y-akselilta).
TEHTAVA 4.8: FUNKTION ARVON LASKEMINEN JA FUNKTION KUVAAJA

Tutkitaan viela funktiota £, jolla

fx)=2x+ 1.
(a) Taydenna alla oleva taulukko:
X fix)=2x+1
1 A1) =
7




(b) Mika seuraavista on funktion f'kuvaaja? Kayta paattelyssa apuna taulukkoa, jonka taydensit
a-kohdassa.

(c) Paattele kuvaajan avulla, millda muuttujan x arvolla funktio f'saa arvon 0. Toisin sanottuna
etsi sellaiset luvut x, joilla f{x) = 0.

Edelld tarkasteltu funktio fon maaritelty kaikilla reaaliluvuilla. Se tarkoittaa, etta funktion f
arvo voidaan laskea, olipa muuttujan x arvo mika tahansa reaaliluku. Esimerkiksi jos
x = 135,8642, on funktion farvo



fA(135,8642) =2 - 135,8642 + 1 = 272,7284.

On olemassa my®ds sellaisia funktiota, joiden arvo ei joidenkin muuttujan arvojen

tapauksessa ole maaritelty. Esimerkiksi funktion

1
x—2

g(x) =

arvo ei ole maaritelty, jos x = 2, silla nimittaja on talldin nolla. Tassa tilanteessa sanotaan,
etta funktio g ei ole maaritelty kohdassa x = 2. Funktion yhteyteen on hyva liittaa tieto

siitd, milld muuttujan arvoilla funktio on maaritelty:

1
x—=2

glx) = missd x # 2.

TEHTAVA 4.9: FUNKTION MAARITTELYEHTO

Milla reaaliluvuilla seuraavat funktiot ovat maariteltyja? Kirjoita jokaiselle funktiolle maarittelyehto.

@) fo-=

FUNKTION KUVAAJA

Funktion kuvaajan avulla voidaan tehda paatelmia sellaisissakin tilanteissa, joissa funktion
esittaminen lausekkeen avulla on hankalaa. Esimerkiksi alla olevasta kuvassa on nakyvissa
lampdtila ajan funktiona Ilmatieteen laitoksen Kumpulan havaintoasemalla Helsingissa

(kuvankaappaus Ilmatieteenlaitoksen sivuilta).


http://ilmatieteenlaitos.fi/saa/helsinki/kumpula
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TEHTAVA 4.10: FUNKTION KUVAAJAN TULKINTA

Tarkastele ylla olevaa kuvaajaa, joka esittaa lampoétilaa ajan funktiona.

(@) Mika on ollut vuorokauden korkein lampétila? Milloin se on saavutettu?
(b) Mika on ollut vuorokauden matalin lampétila? Milloin se on saavutettu?
(c) Milla aikavalilla lampatila on ollut yli 20 astetta?
(

d) Milla aikavalilla lampétila on ollut alle 16 astetta?

Funktion kuvaajan pisteen y-koordinaatti ilmaisee aina funktion arvon kyseisessa
kohdassa. Esimerkiksi alla olevassa kuvassa funktion fkuvaaja kulkee pisteen (1, 3) kautta.

Tasta voidaan paatella, etta funktion farvo kohdassa x = 1 on /1) = 3.



(1, £(1))

I -

1
(z, f(z)) (@)

TEHTAVA 4.11: FUNKTION ARVON LUKEMINEN KUVAAJASTA

Alla on funktion fkuvaaja. Paattele sen avulla vastaukset seuraaviin kysymyksiin:

(a) Minka arvon funktio saa kohdassax = —1?
(b) Mita on £0)?

(c) Mita on £(2)? Saako funktio ftdman arvon jossain muussakin kohdassa kuin kohdassa x = 2?



f(x)

) - yl 2 3

Edellisen tehtavan funktion kuvaaja leikkaa x-akselin kohdassa x = — 1 ja kohdassa x = 1.

Naissa kohdissa kuvaajan pisteen y-koordinaatti on siis 0. Nama kohdat, joissa funktion

arvo on 0, on nimetty funktion nollakohdiksi:

MAARITELMA: FUNKTION NOLLAKOHTA

Funktion f nollakohta tarkoittaa sellaista muuttujan x arvoa, jolla funktio saa

arvon nolla eli f{x) = 0.

TEHTAVA 4.12: FUNKTION NOLLAKOHTA

Alla on nakyvissa funktioiden f, g ja & kuvaajat. Milla naista funktioista

(a) ontasan yksi nollakohta?
(b) on useita nollakohtia?

(c) eioleyhtaan nollakohtaa?



-

TEHTAVA 4.13: FUNKTION KUVAAJAN TULKINTA

Alla on funktion g kuvaaja. Paattele sen avulla vastaukset seuraaviin kysymyksiin:

(@) Millda muuttujan x arvolla funktio saa arvon —2?
(b) Onko funktiolla yksi tai useampia nollakohtia? Mita ne ovat?
(c) Milla muuttujan x arvolla g(x) = 62

(d) Millda muuttujan x arvoilla funktio g saa arvon g(4)?



Lukusuoran véleja ja niiden yhdistelmia voidaan ilmaista merkkien < (pienempi kuin), >

(suurempi kuin), < (pienempi tai yhta suuri kuin) ja > (suurempi tai yhta suuri kuin)
avulla seuraavaan tapaan:

A

Y

_ -1<z<H

r<0taiz>2
9 2

TEHTAVA 4.14: LUKUSUORAN VALIT

Havainnollista piirroksella lukusuoran valeja tai niiden yhdistelmia
(@) -2<x<1
(b) x< -3
() x<2taix> 4.

(d) Selitéd omin sanoin, miksi ehdossa "x < 0 ja x > 3" ei ole jarkea.

TEHTAVA 4.15: FUNKTION KUVAAJAN TULKINTA



Tarkastele alla olevaa funktion f'kuvaajaa. Milla muuttujan x arvoilla

(a) funktio saa arvon nolla, eli fix) = 0
(b) funktion arvot ovat positiivisia eli fix) > 0
(c) funktion arvot negatiivisia eli fix) < 0?

Anna vastaus edella harjoiteltuja lukusuoran valin merkintdja kayttaen tai selita omin sanoin.

TEHTAVA 4.16: FUNKTION KUVAAJAN TULKINTA

Tarkastele alla olevaa funktion f'kuvaajaa. Millaisia arvoja funktio saa eli mita voit sanoa luvusta f(x), jos
(@) -1<x<2
(b) x>0
(c) x<1?

Anna vastaus edella harjoiteltuja lukusuoran valin merkintoja kayttaen tai selita omin sanoin.



Funktioiden arvoja voi vertailla piirtamalla niiden kuvaajat samaan koordinaatistoon kuten
alla olevassa kuvassa. Siita nahdaan esimerkiksi, etta funktiot /ja ¢ saavat saman arvon

kohdassa a ~ 3,4 ja tama arvo on f(a) = g(a) = 5.

A y =g(z)

f(a) = g(a)

\/ y = f(z)

TEHTAVA 4.17: FUNKTIOIDEN KUVAAJIEN VERTAILU

Tarkastele edelleen ylla olevaa kuvaa, jossa nakyvat funktioiden f'ja g kuvaajat.



(@) Saavatko funktiot fja g saman arvon jossain muussakin kohdassa kuin kohdassa x = a?
Missa?

(b) Kumpi funktioista saa suuremman arvon kohdassa x = 0?
(c) Kumpi funktioista saa suuremman arvon kohdassa x = 1?

(d) Selita omin sanoin, miten kuvaajista nakyy se, etta jollakin muuttujan x arvolla funktion g
arvot ovat pienempia kuin funktion farvot eli g(x) < f(x).

Seuraavien tehtavien avulla harjoitellaan funktion kuvaajan piirtamista laskimella.
TEHTAVA 4.18: FUNKTION KUVAAJAN PIIRTAMINEN LASKIMELLA

Perehdy oman teknisen apuvalineesi kayttdon esimerkiksi opetus.tv:n opetusvideoiden avulla. Ne
[6ytyvat osoitteesta opetus.tv -> tyokalut -> valitse oma laskimesi -> funktiot ja kuvaajat. Harjoittele

oman laitteesi kayttéa tekemalld seuraavaa:
(@) Piirra funktion f{ix) = 2x — 1 kuvaaja.
(b) Maarita kuvaajasta funktion f nollakohta tai nollakohdat.
(c) Maarita laskimen laskinsovelluksen puolella funktion arvo, kun x = 4.
(d) Piirrd samaan kuvaan funktion g(x) = — x% + 4x + 2 kuvaaja.

(e) Maérita piirtamasi kuvan avulla ne kohdat, joissa funktiot fja g saavat saman arvon. Luettele
kaikki tallaiset kohdat seka niita vastaavat funktioiden arvot.

(f) Maarita laskinsovelluksen avulla avulla ne kohdat, joissa funktiot fja g saavat saman arvon,
eli ratkaise yhtalo fix) = g(x). Saatko saman tuloksen kuin edellisessa kohdassa?

(g) Maarita funktioiden fja g leikkauspisteiden y-koordinaatit maarittamalla jommankumman
funktion arvo edellisessa kohdassa selvitetyillda muuttujan x arvoilla.

TEHTAVA 4.19: FUNKTION KUVAAJAN PIIRTAMINEN LASKIMELLA

(a) Piirra funktion fix) = \/x kuvaaja.

(b) Millaisia arvoja funktio fsaa?

(c) Milla muuttujan x arvoilla funktio on maaritelty, eli millaisilla luvuilla x funktion kuvaaja on
nakyvissa?

ERILAISIA FUNKTIOITA

Funktioita voidaan luokitella eri tavoin. Voidaan esimerkiksi puhua polynomifunktioista,
juurifunktioista, murtofunktioista, trigonometrisista funktioista, eksponentti- ja

logaritmifunktioista ja niin edelleen. Tiettyyn luokkaan kuuluvien funktioiden lausekkeet


https://opetus.tv/

muistuttavat yleensa toisiaan ja niiden kuvaajissa on samoja piirteita. Tassa kappaleessa

tutkitaan kuvaajien avulla erityyppisten funktioiden ominaisuuksia.

Ensimmaiseksi tutkitaan niin sanottujen ensimmaisen asteen polynomifunktioiden

ominaisuuksia.

MAARITELMA: ENSIMMAISEN ASTEEN POLYNOMIFUNKTIO

Funktiota f, joka on muotoa fix) = ax + b, missa a # 0, sanotaan ensimmaisen

asteen polynomifunktioksi.

TEHTAVA 4.20: ENSIMMAISEN ASTEEN POLYNOMIFUNKTIO
(a) Piirra laskimellasi samaan kuvaan funktioiden fix) = 0,5x + 1, g(x) = 2x + 1 ja h(x) = —x + 1
kuvaajat.
(b) Mita yhteista naiden funktioiden kuvaajilla on? Entd mita eroa niilla on?

(c) Kaikki taman tehtavan funktiot ovat muotoa x ~ ax + 1 eli ne kertovat muuttujaa x jollakin
luvulla a ja lisdavat tulokseen luvun 1. Miten luku 1 nakyy funktioiden kuvaajissa?

(d) Pystytko paattelemaan kuvaajaa piirtamatta, milla korkeudella funktio k(x) = x + 4 leikkaa y-
akselin?

TEHTAVA 4.21: ENSIMMAISEN ASTEEN POLYNOMIFUNKTIO

(a) Piirra laskimellasi samaan kuvaan funktioiden f{x) = 2x — 1, g(x) = 2x ja h(x) = 2x + 2 kuvaajat.
(b) Mita yhteista naiden funktioiden kuvaajilla on? Enta mita eroa niilld on?

(c) Kaikki taman tehtavan funktiot ovat muotoa x ~ 2x + b eli ne kertovat muuttujan x kahdella
ja lisdavat tulokseen luvun b. Miten kerroin 2 nakyy funktioiden kuvaajissa?

TEHTAVA 4.22: ENSIMMAISEN ASTEEN POLYNOMIFUNKTIO

(@) Piirra laskimellasi samaan kuvaan funktioiden fix) = — 2x ja g(x) = 2x kuvaajat.
(b) Mita yhteista naiden funktioiden kuvaajilla on? Enta mita eroa niilléd on?

(c) Miten voit paatella kuvaajaa piirtamatta, onko funktion z(x) = — 3x + 4 kuvaaja nouseva vai
laskeva suora?

TEHTAVA 4.23: ENSIMMAISEN ASTEEN POLYNOMIFUNKTIO

Selitda omin sanoin, miten voit paatella ensimmaisen asteen polynomifunktion f(x) = ax + b lausekkeesta,

(a) onko funktion kuvaaja nouseva vai laskeva suora
(b) miten jyrkasti kuvaaja nousee tai laskee
(c) missa kohdassa kuvaaja leikkaa y-akselin.

Voit tutkia edellisten tehtavien tuloksia tai piirtaa viela lisda ensimmaisen asteen polynomifunktioiden
kuvaaiia laskimellasi.




Piirtamalla paljon tietyntyyppisten funktioiden kuvaajia saa kasityksen siita, milta niiden
kuvaajat yleensa nayttavat. Siitéa on hyotya, jos joutuu luonnostelemaan tai piirtamaan

tallaisen funktion kuvaajan kynan ja paperin avulla ilman laskinta tai tietokonetta.
TEHTAVA 4.24: KUVAAJAN PIIRTAMINEN KASIN

Tehtavana on piirtaa funktion fix) = — x + 3 kuvaaja ilman teknisia apuvalineita valilla -3 <x <6.

(@) Maarita jokin kuvaajan piste esimerkiksi laskemalla funktion farvo jossakin kohdassa valilla
—3 <x < 6 tai muuten paattelemalla (voit hyddyntaa edellisten tehtavien havaintoja).

(b) Pystytko piirtamaan kuvaajan a-kohdan tiedon perusteella? Jos et, maarita jokin toinen
kuvaajan piste samaan tapaan.

(c) Pystytko piirtamaan kuvaajan a- ja b-kohtien perusteella? Maarita tarvittaessa lisaa kuvaajan
pisteita kunnes pystyt piirtdmaan kuvaajan koko valilld =3 <x <6.

Seuraavassa tehtavassa piirretaan erilaisten eksponenttifunktioiden kuvaajia.
Eksponenttifunktioiden avulla voidaan mallintaa ja analysoida esimerkiksi
sahkoévirtapiireja, aineen radioaktiivista hajoamista, kappaleen jaahtymista, tietynlaisten
kemiallisten reaktioiden nopeutta, populaatioiden koon kasvua, tautien leviamista,

padaoman karttumista korkonkorkolaskennassa, pyramidihuijauksia ja niin edelleen.
TEHTAVA 4.25: EKSPONENTTIFUNKTIO

(a) Piirra laskimellasi samaan kuvaan funktioiden f(x) = 2%, g(x) = 3* ja h(x) = 0, 5* kuvaajat.

(b) Mita yhteista naiden funktioiden kuvaajilla on? Enta mita eroa niilla on? Tutki erityisesti
kohtaa x = 0.

(c) Selitd omin sanoin, miten kantaluku a vaikuttaa eksponenttifunktion F(x) = «* kuvaajan
ulkonakoon.

Seuraavassa tehtavassa piirretaan erilaisten logaritmifunktioiden kuvaajia.
Logaritmifunktioiden avulla voidaan mallintaa ddnenvoimakkuutta, maanjaristyksia,

liuoksen happamuutta tai emaksisyytta ja niin edelleen.
TEHTAVA 4.26: LOGARITMIFUNKTIO

(a) Piirra laskimellasi samaan kuvaan funktioiden f{x) = log,(x), g(x) = log(x) ja (x) = log,(x)
kuvaajat.

(b) Mita yhteista naiden funktioiden kuvaajilla on? Enta mita eroa niilla on? Tutki erityisesti
kohtaax = 1.

TEHTAVA 4.27: LOGARITMIFUNKTIO JA EKSPONENTTIFUNKTIO

(a) Piirra laskimellasi samaan kuvaan funktioiden f(x) = log,(x), g(x) = 2* ja A(x) = x kuvaajat.


https://en.wikipedia.org/wiki/Exponential_decay#Applications_and_examples
https://en.wikipedia.org/wiki/Logarithm#Applications

(b) Vertaa logaritmifunktion ja eksponenttifunktion kuvaajien sijaintia suhteessa kuvassa
nakyvaan suoraan. Mita havaitset? Miten peili liittyy tahan tilanteeseen?

(c) Tee vastaava piirros kuin a-kohdassa mutta vaihda kantaluvuksi luku 3. Havaitsetko saman
ilmion kuin b-kohdassa?

TEHTAVASARJA I

TEHTAVA 4.28: FUNKTION MAARITELMA

Palauta mieleesi funktion kasitteen maaritelma ja paattele sen avulla, mitka alla olevista kuvista voivat
esittaa jonkin funktion kuvaajaa valilla —2 < x < 2. Perustele jokaisen kuvan kohdalla omin sanoin, onko

kysymyksessa funktion kuvaaja vai ei.




VASTAUS

Funktion kuvaajaa valilla —2 < x <2 voivat esittaa vaihtoehdot B, D ja E. Vaihtoehdot A, C, ja F eivat esita

valilla —2 < x <2 maariteltya funktiota.

TEHTAVA 4.29: FUNKTION KUVAAJAN TULKINTA

Alla on eraan funktion fkuvaaja. Paattele sen avulla vastaukset seuraaviin kysymyksiin:

(a) Mika on funktion farvo kohdassa x = 5?

(b) Mita on £{0)?

(c) Onko funktiolla f nollakohta tai nollakohtia? Jos on, mita ne ovat?
(d) Millda muuttujan x arvoilla funktion f arvot ovat positiiviset?

(e) Milla muuttujan x arvoilla funktion f arvot ovat negatiiviset?

y = f(z)

VASTAUS



(a) 4

(b) f0)=3

(c) Nollakohdatovatx = —2,x =2jax= 4.
(d) —2<x<2taix>4

() x< —-2ja2<x<4

TEHTAVA 4.30: FUNKTION ARVOT JA FUNKTION NOLLAKOHDAT

. . . x2—3x—4
Tutkitaan funktiota f, jolle fix) = ————
x+2
(@) Maarita laskemalla funktion arvot f(2) ja f(6).

(b) Paattele funktion flausekkeesta, mika on sen maarittelyehto eli millda muuttujan arvoilla
funktion arvon laskeminen on mahdollista.

(c) Piirra funktion fkuvaaja laskimella ja paattele seuraavien kohtien vastaukset kuvaajan
avulla.

(d) Mikéa on funktion farvo kohdassa nolla? Saako funktio tdméan arvon jossain muussakin
kohdassa?

(e) Onko funktiolla fnollakohtia? Jos on, mita ne ovat?

VASTAUS

(d) f0)= -2, myds kohdassax = 1

(e) Kaksinollakohtaa:x= —1jax=4.

TEHTAVA 4.31: FUNKTION ARVOT JA FUNKTION KUVAAJA

Piirra funktion g(x) = - 5 + 2x + 2 kuvaaja laskimella valilla —3 < x < 7. Paattele kuvaajan avulla, missa

kohdassa funktio g saa arvon

(@) 2
(b) 4
(c) 6.

(d) Mikéa on funktion g suurin arvo? Milld muuttujan x arvolla funktio saa taman arvon?

(@) x=0jax=4
(b) x=2
(c) Eimillaan

(d) Suurin arvo on 4, kohdassa x = 2.



TEHTAVA 4.32: FUNKTION ARVOT JA FUNKTION KUVAAJA

Tutkitaan funktiota f, jolle fix) = — x2 = 3x + 4.

(@) Laske funktion farvo kohdassa x = — 2.

(b) Paattele edellisen kohdan tuloksen avulla, onko piste (- 2, 5) funktion fkuvaajalla, sen
ylapuolella vai sen alapuolella.

(c) Piirra funktion f'kuvaaja laskimella ja tarkista sen avulla, paadyitko edellisessa kohdassa
oikeaan johtopaatokseen.

VASTAUS
(@) A-2)=6

(b) Kuvaajan alapuolella.

TEHTAVA 4.33: FUNKTION MAARITTELY)OUKKO JA FUNKTION KUVAAJA

4
Tutkitaan funktiota 4, jolle Ai(x) = 2x + -
- X

(a) Paattele funktion # lausekkeesta, mika on sen maarittelyehto eli milla muuttujan arvoilla
funktion arvon laskeminen on mahdollista.

(b) Piirra funktion / kuvaaja laskimella.
(c) Maérita kuvaajan avulla funktion # nollakohdat.

(d) Maarita kuvaajan avulla funktion # arvo kohdassa nolla. Saako funktio 4 tdméan arvon jossain
toisessakin kohdassa? Missa?

VASTAUS
(@) x#1
(b)
(c) Kaksinollakohtaa: x = — 1jax=2.

(d) A0) = 4; funktio saa saman arvon myos kohdassa x = 3.

TEHTAVA 4.34: FUNKTION KUVAAJAN TULKINTA

Oheisessa kuviossa on eraan funktion f{x) kuvaaja. Maarita kuvaajan avulla ne muuttujan x arvot, joille

—2<x<4ja
(a) =1
(b) fix)<o.

[Lyhyt S2015/3ab]
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VASTAUS
(@) Kaksikohtaa:x= —1jax=3
(b) 0<x<2
TEHTAVA 4.35: FUNKTION KUVAAJAN TULKINTA
Alla olevaan kuvaan on piirretty funktioiden fix) = 0, 5xja g = — 0,25x2 + 2 kuvaajat. Paattele niiden

avulla vastaukset seuraaviin kysymyksiin:
(@) Missa kohdissa funktiot fja g saavat saman arvon?
(b) Mitka ovat yhtalén 0,5x = — 0,25x% + 2 ratkaisut?
(c)  Milla muuttujan arvoilla funktio g saa suurempia arvoja kuin funktio f?

(d) Mitka luvut toteuttavat epayhtalén —0,25x2 + 2 > 0, 5x?

A

VASTAUS
(@) Kaksikohtaa:x= —4jax=2
(b) x= —4taix=2
() -4<x<2

(d) -4<x<2

TEHTAVA 4.36: FUNKTION KUVAAJAN TULKINTA



Tutkitaan yhtaléa 0,25x - 1,5 = 3 — 2%,

(@) Muodosta lausekkeet funktioille f'ja g niin, etta saat kirjoitettua tutkittavan yhtalon
muodossa f(x) = g(x).

(b) Piirra funktioiden fja g kuvaajat samaan koordinaatistoon laskimella.

(c) Paattele kuvaajan avulla, onko yhtalolla 0,25x — 1,5 = 3 — 2¥ ratkaisua. Jos ratkaisuja on
olemassa, mita ne ovat?

VASTAUS

(@) Esimerkiksifix)=0,25x—1,5jag(x) =3 - 2"

TEHTAVA 4.37: FUNKTIO

Mittausten perusteella eraan bussilinjan matka-ajan riippuvuutta ruuhkasta kuvaa funktio
fx) = 0,0005x% + 0,01x + 18, missd x on reitin vilkkaimpaan risteykseen saapuvien ajoneuvojen maara

yhden minuutin aikana. (Funktion arvo ilmaisee matka-ajan minuutteina.)

(a) Piirra funktion fkuvaaja valilla 0 < x < 200 laskimellasi tai esimerkiksi Wolfram |Alphalla.

Wolfram |Alphalla piirtdminen onnistuu komennolla plot f{x) = 0,0005x° + 0, 01x + 18, x from 0 to
200.

(b) Paattele kuvaajasta, kuinka monta autoa risteykseen saa enintdan saapua, jotta matka-aika
olisi alle 30 minuuttia. Tarkenna kuvaa tarvittaessa pienentamalla tarkasteluvalia.

(c) Maarita laskemalla, miten paljon matka-aika pitenee, jos risteykseen minuutin aikana
saapuvien autojen maara kasvaa viidestakymmenesta sataan.

VASTAUS
(a)
(b) Noin 145 autoa.
(c) 4min15s.

TEHTAVA 4.38: FUNKTIO

Kun seurattiin paistolampdmittarin lukemia, havaittiin, etta paistin sisalampétila nousi koko ajan
tasaisesti siten, etta neljassa minuutissa lampdtila kohosi 2 °C. Kun paisti laitettiin uuniin,
[@mpdmittarin lukema oli 35 °C.

(@) Muodosta lauseke funktiolle £{r), joka kuvaa paistin sisalampétilaa ajan ¢ funktiona.

(b) Piirra funktion f'kuvaaja valilla 0 < ¢ < 80 laskimellasi tai esimerkiksi Wolfram |Alphalla.

(c) Keittokirjan mukaan paisti on kypsa, kun sen sisalampotilan on 60 °C. Paattele piirtamasi
kuvaajan avulla, kuinka kauan paistin kypsennys kestaa. (Pienenna valia 0 < ¢ < 80 tarvittaessa
saadaksesi tarkemman tuloksen.)

(d) Jos paisti laitettiin uuniin klo 16, mihin aikaan se on valmis?

VASTAUS

(@) Afin=35+0,5¢


http://www.wolframalpha.com/
http://www.wolframalpha.com/

Ylla olevassa kuvassa on joidenkin ensimmaisen asteen polynomifunktioiden kuvaajia. Taydenna alla

oleva taulukko liittamalla kuhunkin funktioon sen kuvaaja.

fix)=0,5x—-0,5

gx)=1,5x+0,5

h(x) = — 2x +2

k(x)= —x+1

VASTAUS

fix)=0,5x—-0,5

gx)=1,5x+0,5

hix)= —2x+2

N |0 |>» |

k(x)= —x+1

[ TEHTAVA 4.40: ENSIMMAISEN ASTEEN POLYNOMIFUNKTIO



Ylla olevassa kuvassa on joidenkin ensimmaisen asteen polynomifunktioiden kuvaajia. Taydenna alla

oleva taulukko liittamalla kuhunkin funktioon sen kuvaaja.

fix)y=—-x+0,5
gx)= —-2x+0,5

h(x) = 0,5x+0,5

k(x)=1,5x+0,5

VASTAUS
fix)=0,5x—-0,5 C
gx)=1,5x+0,5 D
h(x) = —2x+2 B
k(x)= —x+1 A
TEHTAVASARJA I

TEHTAVA 4.41:



Kahden sahkdyhtion A ja B hinnoittelu perustuu kiinteaan kuukausittaiseen perusmaksuun, johon
lisataan sahkon kulutuksen mukainen lisamaksu. Yhtididen tarjoamat hinnat selvidvat alla olevasta

taulukosta.

4,02 6,62

3,75 7,99

(@) Muodosta lausekkeet a(x) ja b(x) kummankin yhtion tarjoaman sahkon kokonaishinnalle, kun
sahkda kuluu x kWh ja aikavalina on yksi kuukausi.

(b) Kuinka suuri taytyisi sahkonkulutuksen olla kuukausittain, jotta kokonaishinnat
olisivat samat?

(c) Kuinka suuri on sahkon kokonaishintojen valinen ero vuoden aikana, jos sahkéa kuluu 2 000
kWh vuodessa?

[Lyhyt S2015/6]
VASTAUS

(@) a(x) = 0,0662x + 4,02 ja b(x) = 0,0799x + 3,75

(c) 50min
(d) 16:50
TEHTAVA 4.42:

Ravintoliuoksessa kasvatettavan bakteeripopulaation yksildmaara N(f) kasvaa eksponentiaalisen mallin

N(@) = 1000 - 1,25" mukaisesti, kun aika ¢ iimoitetaan tunteina.

(@) Mika on populaation koko 24 tunnin kuluttua? Anna vastaus tuhannen bakteerin
tarkkuudella.

(b) Kuinka monta prosenttia populaatio kasvaa jokaisen tunnin aikana?

(c) Kuinka monta tuntia kestaa, etta populaation koko ylittaa miljoonan? Vihje: hyédynna
laskinta yhtalon ratkaisemisessa.

[Lyhyt K2015/8]
VASTAUS
(@) Noin 212000 yksiloa
(b) 25%

(c) 31 tuntia

TEHTAVA 4.43:

Erasta tuotetta myydaan paivittain 55 kappaletta, kun sen hinta on 35 euroa. Hinnan laskemisen on
todettu vaikuttavan paivamyyntiin niin, etta yhden euron alennus lisaa aina menekkia viidella

kappaleella.



(@) Mika on paivittaisen myynnin kokonaisarvo, kun yhden tuotteen hinta on 35 euroa?
(b) Jos hintaa lasketaan x euroa, kuinka monta kappaletta tuotetta myydaan?

(c) Muodosta lauseke funktiolle f{x), joka ilmaisee myynnin kokonaisarvon tilanteessa, jossa
hintaa on laskettu x euroa.

(d) Millda muuttujan x arvoilla funktio fon maaritelty?

(e) Piirra funktion fkuvaaja valilla 5 < x < 20 laskimellasi tai esimerkiksi Wolfram [ Alphalla.
Wolfram | Alphalla piirtaminen onnistuu esimerkiksi komennolla plot fx) = x + 1, x from 5 to 20
(muuta funktion lauseke oikeaksi).

(f) Paattele kuvaajan avulla, kuinka paljon hintaa pitaa alentaa, jotta paivittaisen myynnin
kokonaisarvo on mahdollisimman suuri.

(g) Mika tuotteen hinnaksi kannattaa valita, jos haluaa mahdollisimman suuren myynnin
kokonaisarvon? Mika tama kokonaisarvo on?

VASTAUS
(a) 1925 euroa
(b) 55+5x
(©) fx)= (55 + 5035 —x)
(d) 0<x<35
(e)
(f) 12euroa

(g) 23 euroa, 2645 euroa.

TEHTAVA 4.44:

Joen rannalla oleva suorakulmion muotoinen alue aidataan kolmelta sivulta 100 m pitkalla kdydella.

I

(a) Josrannan suuntaisen sivun pituus on x, mika on kahden muun sivun pituus?

(b) Muodosta lauseke funktiolle 4(x), joka ilmaisee aidatun alueen pinta-alan rannan suuntaisen
sivun pituuden x funktiona.

(c) Milla muuttujan x arvoilla funktio A(x) on maaritelty?
(d) Piirra funktion 4 kuvaaja laskimellasi tai esimerkiksi Wolfram|Alphalla.

(e) Paattele kuvaajan avulla, kuinka pitkaksi rannan suuntainen sivu pitaa valita, jotta aidatun
alueen pinta-ala olisi mahdollisimman suuri.

(f)  Mika on aidatun alueen suurin mahdollinen pinta-ala?

VASTAUS



http://www.wolframalpha.com/
http://www.wolframalpha.com/

100x — x>
2

(b) Aw) =

(c) 0<x<100

(d)

(e) 50m

(f) 1250 m?
TEHTAVA 4.45:

Nelion muotoisen levyn sivun pituus on 300 mm. Levysta leikataa kuvion mukaisesti nurkat pois ja levy
taitetaan laatikoksi, jossa ei ole kantta.

(a) Askartele paperista malli laatikolle.

(b) Esita syntyneen laatikon tilavuus ¥ pois leikatun nurkkapalan sivun pituuden  funktiona el
maarita vh).

(c) Millda muuttujan 4 arvoilla funktio ¥(h) on maaritelty?
(d) Piirra funktion ¥(h) kuvaaja laskimella tai esimerkiksi Wolfram | Alphalla.

(e) Paattele kuvaajan avulla, kuinka suuri pituuden # on oltava, jotta saadaan tilavuudeltaan
mahdollisimman suuri laatikko.

(f) Laske funktion ¥(k) avulla, mika suurin mahdollinen tilavuus on. Anna vastaus
kuutiodesimetreina (dm?) eli litroina (1). Selvita tarvittaessa netista, miten tilavuuden yksikét mm?,
cm? ja dm? liittyvét toisiinsa.

VASTAUS
(a)
(b)  W(h)=h- (300 — h)?
() 0<h<150
(d)
(e) 100 mm

(f) 4 dm?3eli4litraa.

TEHTAVA 4.46: FUNKTION MAARITTELYEHTO


http://www.wolframalpha.com/

Keksi esimerkki funktiosta, jonka maarittelyehto on
(@) x#1
(b) x# -9

() x#2jax#S5.

[TSEARVIOINTITEHTAVAT

Varmista, ettd olet oppinut tdman luvun keskeiset asiat tekemalla itsearviointitesti

opetus.tv:n polku-palvelussa. Samalla harjoittelet omien ratkaisujesi pisteyttamista

pisteytysohjeiden avulla.

Prosenttilaskenta

LUVUN TAVOITTEET

Taman luvun tavoitteena on, ettd osaat ratkaista prosenttilaskentaan liittyvia

ongelmia. Osaat

(0]

laskea, kuinka monta prosenttia luku a on luvusta

laskea, kuinka paljon on p prosenttia luvusta »

laskea, mista luvusta luku a on p prosenttia

laskea, kuinka monta prosenttia luku @ on suurempi tai pienempi kuin luku b
laskea muutosprosentin

laskea, mika on uusi arvo, jos muutosprosentti ja alkuperdinen arvo tunnetaan
kayttaa kirjainlausekkeita prosenttilaskentaan liittyvissa tehtavissa

kayttaa prosenttiyksikkda prosentteina ilmoitettujen lukujen vertaamiseen.


http://polku.opetus.tv/node/1609

PROSENTTIOSUUS

Suhteellisten osuuksien ilmaisemiseen kaytetaan usein prosentteja (kuvankaappauksia
Yle Uutisten sivuilta):

Kotimaa 7.7.2015klo 18:53 | péivitetty 7.7.2015 klo 19:25

Kovapalkkaisin 11 prosenttia
maksoi 45 prosenttia veroista —
pienituloisin 44 prosenttia alle
8 prosenttia

Ulkomaat 17.7.2016 klo 9:34

Bangladesh toteutti valtavan
tavoitteen: enaa prosentti
vaestosta ilman kaymalaa

Brexit 2362016 klo 14:33 | péivitetty 23.6. 2016 klo 14:50

Toinen Brexit-mittaus: 55
prosenttia briteista jaisi EU:hun

Aloitetaan maarittelemalla, mita prosentilla tarkoitetaan:

MAARITELMA: PROSENTT]

Prosentti on yksi sadasosa:

1
1% =—=0,0l.
°= To0 ~

Esimerkiksi 0, 04 = 4 %, koska kumpikin merkinta tarkoittaa neljaa sadasosaa eri tavoilla

kirjoitettuna. Samaan tapaan 0,597 = 59, 7 %.
TEHTAVA 5.1: PROSENTTI

Iimoita seuraavat luvut prosenttimerkkia (%) kayttaen:

35
100

!
5

(c) 0,56


http://yle.fi/uutiset/

(d) 1,28.

TEHTAVA 5.2: PROSENTTI

IImoita seuraavat prosentit desimaalilukumuodossa ilman prosenttimerkkia:
(@) 50%
(b) 8,3%
() 24%
(d) 160%

(e) 230%.

Kun halutaan tietad, kuinka monta prosenttia luku « on luvusta 5, muodostetaan suhde

a
b
ja ilmaistaan se sadasosina eli prosentteina. Esimerkiksi suhteesta

7
— =0,5384615...
13 ’

nahdaan, etta luku 7 on noin 53, 8 % luvusta 13.
TEHTAVA 5.3: PROSENTTIOSUUS

Kuinka monta prosenttia

a) luku 35 on luvusta 118?

(a)
(b) luku 2 on luvusta 360?
(c) luku 20 on luvusta 18?
(d) luku 45 on luvusta 13?

Milloin vastaus on yli 100 %? Selitd omin sanoin.

TEHTAVA 5.4: PROSENTTIOSUUS

Antin bruttopalkka oli 936,25 euroa. Tasta pidatettiin veroa ja muita maksuja yhteensa 232,67 euroa.

Tehtdvana on laskea, kuinka monta prosenttia Antin bruttopalkasta meni veroihin ja muihin maksuihin.

(@) Arvioi tuloksen suuruusluokkaa paassasi. Onko se yli vai alle 50 %? Enta yli vai alle 10 %?
Enta yli vai alle 20 %?

(b) Laske, kuinka monta prosenttia bruttopalkasta meni veroihin ja muihin maksuihin.

(c) Havainnollista tilannetta piirroksella, josta nékyvat bruttopalkka seka verot ja muut maksut.



TEHTAVA 5.5: PROSENTTIOSUUS

Yksion vuokra oli 480 euroa. Vuoden lopussa sita korotettiin 20 euroa. Tehtavana on selvittaa, kuinka

monta prosenttia alkuperaisesta vuokrasta vuokrankorotus oli.

(a) Arvioi tuloksen suuruusluokkaa paassasi. Onko se yli vai alle 10 %? Enta yli vai alle 5 %? Enta
ylivai alle 1 %?

(b) Kuinka monta prosenttia alkuperaisesta vuokrasta vuokrankorotus oli?

(c) Havainnollista tilannetta piirroksella, josta nakyvat alkuperainen vuokra ja vuokrankorotus.

TEHTAVA 5.6: PROSENTTIOSUUS

Sailykepurkin sisalté painaa 730 g ja siita kurkkua on 380 g. Tehtavana on laskea, kuinka monta
prosenttia sisallésta on kurkkua.

(@) Arvioi tuloksen suuruusluokkaa paassasi. Onko se yli vai alle 10 %? Enta yli vai alle 50 %?
Enta yli vai alle 60 %?

(b) Kuinka monta prosenttia sisallésta on kurkkua?

(c) Havainnollista tilannetta piirroksella, josta nakyvat purkin sisallon ja kurkun maarat.

Joissakin tilanteissa tiedetaan prosenttiosuus ja halutaan laskea sita vastaava maara.
Toisin sanottuna halutaan laskea, kuinka paljon on p prosenttia luvusta 5. Tallgin
prosenttiosuus ilmaistaan desimaalimuodossa ilman prosenttimerkkia. Sita vastaava

osuus saadaan kertolaskulla. Esimerkiksi jos halutaan tietaa, kuinka paljon on 32 % luvusta
478, lasketaan

0,32 -478 = 152, 96.

Siis 32 % luvusta 478 on 152, 96.
TEHTAVA 5.7: PROSENTTIOSUUTTA VASTAAVA MAARA

Tehtavana on laskea, kuinka paljon on 30 prosenttia luvusta 8.

(@) Arvioi vastauksen suuruusluokkaa. Onko se pienempi vai suurempi kuin 8? Enta onko se
pienempi vai suurempi kuin 4? Enta pienempi vai suurempi kuin 2?

(b) IImaise prosentit desimaalilukumuodossa ilman prosenttimerkkia ja kerro saadulla
desimaaliluvulla luku 8.

(c) Tarkista tuloksesi laskemalla, kuinka monta prosenttia se on luvusta 8.

TEHTAVA 5.8: PROSENTTIOSUUTTA VASTAAVA MAARA

Arvioi tuloksen suuruusluokkaa esimerkiksi pydristamalla lukuja sopivasti. Kirjaa arviosi muistiin. Laske

sen jalkeen tulos ja anna vastaus yhden desimaalin tarkkuudella. Missa kohdassa arviosi osui lahimmas
oikeaa tulosta?



(@) Kuinka paljon on 25 % luvusta 12?
(b) Kuinka paljon on 13 % luvusta 67?
(c) Kuinka paljon on 75 % luvusta z?

(d) Kuinka paljon on 150 % luvusta 20?

Prosenttiosuutta vastaavan maaran laskemista voi ajatella myos seuraavasti: Jos halutaan

tietdd, kuinka paljon on 32 % luvusta 478, voidaan muodostaa yhtalo

a
— =0, 32.
478

Tassa siis kokonaismaara b = 478 ja prosenttiosuus r = 0, 32. Prosenttiosuutta vastaava
maara a saadaan tasta kertolaskulla kuten jo edella todettiin:
a=0,32-478 =152, 96.
TEHTAVA 5.9: PROSENTTIOSUUTTA VASTAAVA MAARA

Antin bruttopalkka oli 936,25 euroa. Tasta pidatettiin veroa 18 %.

(@) Kuinka paljon Antti maksoi veroa palkastaan?

(b) Havainnollista tilannetta piirroksella, josta nakyvat bruttopalkka ja veron osuus.

TEHTAVA 5.10: PROSENTTIOSUUTTA VASTAAVA MAARA

Yksion vuokra oli 480 euroa. Vesimaksun osuus oli siita 3, 75 %.

(a) Mika oli vesimaksun suuruus?

(b) Havainnollista tilannetta piirroksella, josta nakyvat vuokra ja vesimaksu.

TEHTAVA 5.11: PROSENTTIOSUUTTA VASTAAVA MAARA

Sailykepurkin sisaltd painaa 730 g ja siita hiilihydraattia on 22 %.

(@) Kuinka paljon hiilihydraattia yhdessa sailykepurkissa on?

(b) Havainnollista tilannetta piirroksella, josta nakyvat purkin sisalto ja hiilihydraatin maara.

Joskus tiedetaan prosenttiosuus ja sita vastaava maara, mutta ei kokonaismaaraa, johon
verrataan. Talléin kysymys on, mista luvusta luku a on p prosenttia. Esimerkiksi halutaan

selvittaa, mista luvusta luku 264 on 32 prosenttia. Tata tilannetta vastaa yhtalo

264
— =0, 32.
b



Tassa siis prosenttiosuutta vastaava maara a = 264 ja prosenttiosuus r = 0, 32. Jos yhtalon

molemmat puolet kerrotaan luvulla b, se voidaan kirjoittaa muodossa
0,32b = 264.

Kokonaismaara b saadaan tasta jakolaskulla:

Siis luku 264 on 32 % luvusta 825.
TEHTAVA 5.12: KOKONAISMAARA

Tehtavana on laskea, mista luvusta 15 prosenttia on 10.

(@) Arvioi vastauksen suuruusluokkaa. Onko se pienempi vai suurempi kuin 10? Enta onko se
pienempi vai suurempi kuin 20? Enta pienempi vai suurempi kuin 100?

(b) Merkitse kokonaismaaraa jollakin kirjaimella ja muodosta yhtalo, joka yhdistaa toisiinsa
kokonaismaaran, prosenttiosuuden ja sitd vastaavan maaran.

(c) Laske kysytty kokonaismaara. Anna tulos yhden desimaalin tarkkuudella.

(d) Tarkista tuloksesi laskemalla, kuinka monta prosenttia 10 on saamastasi tuloksesta.

TEHTAVA 5.13: KOKONAISMAARA

Arvioi tuloksen suuruusluokkaa esimerkiksi pydristamalla lukuja sopivasti. Kirjaa arviosi muistiin. Laske
sen jalkeen tulos ja anna vastaus yhden desimaalin tarkkuudella. Missa kohdassa arviosi osui lahimmas

oikeaa tulosta?

(a) Mista luvusta 25 % on 100?
(b) Mista luvusta 10 % on 7?
(c) Mista luvusta 51 % on 64?

(d) Mistéa luvusta 150 % on 357?

TEHTAVA 5.14: KOKONAISMAARA

Annan veroprosentti oli 21 ja han maksoi veroa 465,36 euroa.

(@) Mika oli Annan bruttopalkka?

(b) Havainnollista tilannetta piirroksella.

TEHTAVA 5.15: KOKONAISMAARA

Emil sai ilmoituksen, etta hanen vuokraansa korotetaan seuraavan kuun alussa 1, 5 % ja laski, etta

korotus on 9, 75 euroa.



(a) Mika oli Emilin vuokra ennen korotusta?

(b) Havainnollista tilannetta piirroksella.

TEHTAVA 5.16: KOKONAISMAARA

Eraalle kurssille ilmoittautuneista keskimaarin noin 47 % suorittaa kurssin loppuun asti. Tana vuonna

kurssin suoritti 99 henkea.

(@) Kuinka monta ilmoittautunutta oli alunperin?

(b) Havainnollista tilannetta piirroksella.

PROSENTIT JA VERTAILU

Prosentteja voidaan kayttaa maarien vertailuun. Esimerkiksi, jos halutaan tietdd, kuinka
monta prosenttia luku 365 on suurempi kuin luku 310, voidaan laskea naiden lukujen

suhde:
365
— =1,177419...
310

Tasta nahdaan, etta luku 365 on noin 117, 7 % luvusta 310, joten luku 365 on noin 17,7 %

suurempi kuin luku 310.
Toinen tapa saman tuloksen saamiseen on laskea ensin vertailtavien lukujen erotus:

365 —310 = 55.

Sen jalkeen lasketaan, kuinka monta prosenttia erotus on siita luvusta, johon verrataan:
55
— =0,177419...
310

Tasta voidaan paatelld, etta luku 365 on noin 17,7 % suurempi kuin luku 310.

Huomaa, etta vertailussa jakajana on aina se luku, johon verrataan. Esimerkiksi edella
kysymys oli, kuinka monta prosenttia luku 365 on suurempi , minka vuoksi

jakajana kaytettiin lukua 310.
TEHTAVA 5.17: VERTAILUPROSENTTI
Emmi sai kesatoistaan palkkaa 1 150 euroa ja Ilida sai 1 225 euroa.

(@) Kuinka monta prosenttia enemman palkkaa lida sai Emmiin verrattuna? Valitse edella
havainnollistetuista ratkaisutavoista se, joka tuntuu sinusta selkeammalta ja ratkaise tehtava sita



kayttaen.

(b) Havainnollista tilannetta piirroksella.

TEHTAVA 5.18: VERTAILUPROSENTTI

Henrik juoksi kesaloman aikana 325 km ja Leo juoksi 303 km.

(@) Kuinka monta prosenttia pidemman matkan Henrik juoksi kuin Leo?

(b) Havainnollista tilannetta piirroksella.

Jos halutaan tietaa, kuinka monta prosenttia jokin luku on pienempi kuin jokin toinen
luku, voidaan laskea samaan tapaan kuin edella. Esimerkiksi, jos halutaan tietad, kuinka
monta prosenttia luku 310 on pienempi kuin luku 365, voidaan laskea naiden lukujen

suhde:
310
— =0,849315...
365

Tasta nahdaan, etta luku 310 on noin 84, 9 % luvusta 365, joten luku 310 on noin
100 — 84,9 % = 15, 1 % pienempi kuin luku 365. Huomaa, etta jalleen jakana on se luku,

johon verrataan.
Toinen tapa saman tuloksen saamiseen on laskea ensin vertailtavien lukujen erotus:
365 —310 = 55.

Sen jalkeen lasketaan, kuinka monta prosenttia erotus on siita luvusta, johon verrataan:
55
— =0,15068...
365

Tasta voidaan paatella, etta luku 310 on noin 15, 1 % pienempi kuin luku 365.
TEHTAVA 5.19: VERTAILUPROSENTTI

Emmi sai kesatoistaan palkkaa 1 150 euroa ja Iida sai 1 225 euroa.

(@) Kuinka monta prosenttia vahemman palkkaa Emmi sai lidaan verrattuna? Valitse edella
havainnollistetuista ratkaisutavoista se, joka tuntuu sinusta selkeammalta ja ratkaise tehtava sita
kayttaen.

(b) Havainnollista tilannetta piirroksella. Vertaa tehtavaan 17. Mita eroa nailla kahdella
tehtavalld on? Miten se nakyyy ratkaisussa? Selita omin sanoin.

TEHTAVA 5.20: VERTAILUPROSENTTI

Henrik juoksi kesaloman aikana 325 km ja Leo juoksi 303 km.




(@) Kuinka monta prosenttia lyhnyemman matkan Leo juoksi kuin Henrik?

(b) Havainnollista tilannetta piirroksella. Vertaa tehtavaan 18. Mita eroa nailla kahdella
tehtavalla on? Miten se nakyyy ratkaisussa? Selita omin sanoin.

Joskus halutaan vertailla prosentteina ilmoitettuja lukuja keskenaan. Talldin vertailu
voidaan tehda joko tutkimalla lukujen suhdetta tai erotusta. Jos lukuja verrataan
laskemalla niiden erotus, ilmoitetaan tulos prosenttiyksikkéind. Esimerkiksi, jos saastotilin
korko on 2, 5 % ja kayttotilin korko 1 %, on korkojen erotus 2,5 -1 = 1, 5 prosenttiyksikkoa.
Voidaan sanoa, etta saastaotilin korko on 1, 5 prosenttiyksikkda korkeampi kuin kayttotilin

korko, tai etta kayttotilin korko on 1, 5 prosenttiyksikkda matalampi kuin saastotilin korko.

Vertaaminen voidaan tehda myods suhteen avulla:

| -

=0,4,

[\

,5

joten kayttotilin korko on 40 % saastaétilin korosta. Kayttotilin korko on siis

100 % — 40 % = 60 % pienempi kuin kayttotilin korko. Toisesta nakdkulmasta

[\

)
1

=2,5,

joten saastatilin korko on 250 % kayttotilin korosta. Saastotilin korko on siten
250 % — 100 % = 150 % suurempi kuin kayttotilin korko.
TEHTAVA 5.21: PROSENTTIEN VERTAILU

Kuluttajahinnat nousivat vuonna 2000 keskimaarin 3,4 % ja vuonna 2010 keskimaarin 1,2 %.

(@) Kuinka monta prosenttiyksikkoa vahemman hinnat nousivat vuonna 2010 kuin vuonna
2000?

(b) Kuinka monta prosenttia vdhemman hinnat nousivat vuonna 2010 kuin vuonna 2000?
(c) Kuinka monta prosenttia enemman hinnat nousivat vuonna 2000 kuin vuonna 2010?

(d) Miksi b- ja c-kohtien vastaukset eroavat toisistaan? Selitd omin sanoin.

PROSENTIT JA MUUTOS

Prosentteja kaytetaan myods muutoksen suuruuden ilmaisemiseen. Laskutapa on

samanlainen kuin vertailtaessa. Erityista huomiota pitaa kiinnittaa siihen, etta jakajana



kaytetaan alkuperaista, muutosta edeltavaa arvoa. Esimerkiksi jos kunnan vakiluku nousi

5617 asukkaasta 6 221 asukkaaseen, saadaan vakiluvun muutos paateltya suhteesta

6221

—— = 1,1075307...
5617

Tasta nahdaan, etta uusi vakiluku oli noin 110, 8 % vanhasta vakiluvusta eli vakiluku kasvoi

noin 10, 8 %. Jakajana kaytettiin siis alkuperaista vakilukua 5 617.
TEHTAVA 5.22: MUUTOSPROSENTTI

Lauri oli kahtena kesana samassa paikassa tyoharjoittelijana. Ensimmaisena kesana han sai palkkaa 1
320 euroa ja toisena kesana 1 410 euroa.

(@) Kuinka monta prosenttia Laurin palkka nousi?

(b) Havainnollista tilannetta piirroksella.

TEHTAVA 5.23: MUUTOSPROSENTTI

Kaisa juoksi kesakuussa aikana 105 km ja heindkuussa 77 km.
(a)

(b) Havainnollista tilannetta piirroksella.

Kuinka monta prosenttia Kaisan juoksumatka lyheni kesakuusta heindkuuhun?

Joissakin tilanteissa tiedetaan alkuperdinen arvo ja muutoksen suhteellinen suuruus
prosentteina. Talléin uusi, muuttunut arvo saadaan laskettua kertolaskun avulla. Ensin
taytyy kuitenkin paatelld, mika on muutosprosenttia vastaava kerroin. Esimerkiksi, jos
palkka on aluksi 1 450 euroa ja sita korotetaan 2, 5 %, on uusi palkka 102, 5 % vanhaan
palkkaan verrattuna. Uusi palkka saadaan siten kertomalla luvulla 1,025:

1,025 - 1450 € = 1486, 25 €.

Jos taas pydran hinta on aluksi 390 euroa ja sita alennetaan 15 %, on uusi hinta

100 — 15 = 85 prosenttia vanhasta hinnasta. Uusi hinta saadaan siten kertomalla luvulla
0, 85:

0,85-390€ =331, 50¢€.
TEHTAVA 5.24: MUUTOSPROSENTTIA VASTAAVA KERROIN

Milla desimaaliluvulla alkuperdinen hinta pitaa kertoa, jos sita
(a) korotetaan 10 %?
(b) korotetaan 13,7 %?

(c) korotetaan 75 %?



(d) korotetaan 124,5 %?

TEHTAVA 5.25: MUUTTUNUT ARVO

Asunto-osakeyhtid nosti asuntojen yhtidvastikkeita 16, 5 %. Kuinka suuri oli 76, 5 neliometrin kokoisen

asunnon uusi yhtidvastike, jos vastikkeen suuruus oli ennen korotusta 2, 10 euroa nelidmetrilta?

TEHTAVA 5.26: MUUTOSPROSENTTIA VASTAAVA KERROIN

Milla desimaaliluvulla alkuperainen hinta pitaa kertoa, jos sita
(a) alennetaan 10 %?
(b) alennetaan 13,7 %?
(c) alennetaan 75 %?

(d) alennetaan 1,25 %?

TEHTAVA 5.27: MUUTTUNUT ARVO

Tyontekijan palkka oli 2745 euroa. Kun han siirtyi osa-aikaiseksi, aleni hanen palkkansa 18 %. Mika oli

tyontekijan uusi palkka?

TEHTAVA 5.28: MUUTTUNUT ARVO

Kuinka monta prosenttia hinta x on noussut tai laskenut, jos uusi hinta on

(a) 0,65x
(b) 1,07x
(c) 0,05x

(d) 1,34x

TEHTAVA 5.29: PERAKKAISET MUUTOKSET

Alennusmyyntien alkaessa 150 euron hintaisen takin hintaa alennettiin 15 %. Kolmen viikon kuluttua
kaikista jo alennetuista hinnoista sai viela 30 % lisdalennuksen.

(a) Mika oli takin hinta talloin?

(b) Kuinka monta prosenttia hinta oli pudonnut alkuperaisesta?

(c) Pystyisitko selvittamaan vastauksen b-kohtaan, jos et tietaisi takin alkuperaista hintaa? Selita
omin sanoin.

TEHTAVA 5.30: PERAKKAISET MUUTOKSET



Maailmanmarkkinahintojen heilahtelun vuoksi polttoaineen hinta nousi ensin 4 % ja laski kuukauden
kuluttua akillisesti 10 %.

(@) Merkitse polttoaineen alkuperaista hintaa kirjaimella a. Milla desimaaliluvuilla alkuperaista
hintaa « pitaisi kertoa, etta saisi laskettua muuttuneen hinnan? IImaise muuttunut hinta kirjaimen
a avulla.

(b) Paattele edellisen kohdan avulla, kuinka monta prosenttia hinta oli muuttunut
alkuperaiseen hintaan verrattuna. Oliko se noussut vai laskenut?

(c) Tarkista laskusi kokeilemalla, saatko saman lopputuloksen, jos alkuperainen hinta oli
esimerkiksi « = 1 euroa / litra.

PROSENTTILASKENNAN STRATEGIOITA

Seuraavissa tehtavissa harjoitellaan ratkaisemaan prosenttilaskentaan liittyvia ongelmia,
joiden yleinen ratkaisu vaatii kirjainlausekkeiden kayttamista. Ratkaisu kuitenkin
helpottuu usein, jos ongelman ratkaisee ensin yhdessa erityistapauksessa joillakin itse
valitsemillaan luvuilla. Varsinainen ratkaisu on talléin helpompi muodostaa. Lisaksi

tuloksen jarkevyytta voi arvioida vertaamalla eri tavoilla saamiaan tuloksia.
TEHTAVA 5.31: RATKAISUN HAHMOTTELU LUKUARVOILLA

Kun tuotteen hintaa nostettiin 7 %, laski sen menekki 5 %. Tehtavana on selvittaa, kuinka muuttui

tuotteen myynnista saatu rahamaara.

(a) Piirra vihkoosi seuraava taulukko:

Ennen korotusta

Korotuksen jalkeen

(b) Keksi tuotteelle jokin hinta (euroa/kpl) ja jokin menekki eli myyntimaara (kappaletta). Laske
uusi hinta ja menekki hinnankorotuksen jalkeen. Tdydenna nama tiedot taulukkoon.

(c) Laske tuotteen myynnista saatu rahamaara ennen hinnankorotusta ja hinnankorotuksen
jalkeen. Mita laskutoimitusta kaytit?

(d) Laske, kuinka monta prosenttia tuotteen myynnista saatu rahamaara muuttui. Kasvoiko vai
pienenikd se?

TEHTAVA 5.32: RATKAISU PROSENTTILAUSEKKEITA KAYTTAEN

Kun tuotteen hintaa nostettiin 7 %, laski sen menekki 5 %. Tehtavana on selvittaa, kuinka muuttui

tuotteen myynnista saatu rahamaara.

(a) Piirra vihkoosi seuraava taulukko:



Ennen korotusta

Korotuksen jalkeen

(b) Merkitse tuotteen alkuperaista hintaa kirjaimella a (euroa) ja menekkia kirjaimella b
(kappaletta). Laske uusi hinta ja menekki hinnankorotuksen jalkeen.

(c) Laske tuotteen myynnista saatu rahamaara ennen hinnankorotusta ja hinnankorotuksen
jalkeen. Tarvittaessa katso mallia lausekkeiden muodostamiseen edellisen tehtavan ratkaisusta.

(d) Laske, miten tuotteen myynnista saatu rahamaara muuttui.

TEHTAVA 5.33: RATKAISUN HAHMOTTELU LUKUARVOILLA

Tuotteen hintaa alennettiin 25 %. Tehtavana on selvittad, kuinka monta prosenttia alennettua hintaa

pitaisi korottaa, jotta paastaisiin takaisin alkuperaiseen hintaan.

(a) Piirra vihkoosi seuraava taulukko:

(b) Keksi tuotteelle jokin alkuperainen hinta (euroa). Laske, mika oli tuotteen hinta
hinnanalennuksen jalkeen.

(c) Laske, kuinka paljon alennettua hintaa pitaisi korottaa, jotta paastaisiin takaisin
alkuperaiseen hintaan. Tdydenna tama tieto taulukkoon. Mita laskutoimitusta kaytit?

(d) Selvita, kuinka monta prosenttia korotus on alennettuun hintaan verrattuna.

TEHTAVA 5.34: RATKAISU PROSENTTILAUSEKKEITA KAYTTAEN

Tuotteen hintaa alennettiin 25 %. Tehtavana on selvittad, kuinka monta prosenttia alennettua hintaa

pitaisi korottaa, jotta paastaisiin takaisin alkuperaiseen hintaan.

(a) Piirra vinkoosi seuraava taulukko:

(b) Merkitse tuotteen alkuperaista hintaa kirjamella a (euroa). Laske, mika oli tuotteen hinta
hinnanalennuksen jalkeen.

(c) Laske, kuinka paljon alennettua hintaa pitaisi korottaa, jotta paastaisiin takaisin
alkuperaiseen hintaan. Tdydenna tama tieto taulukkoon. Tarvittaessa katso mallia lausekkeen
muodostamiseen edellisen tehtavan ratkaisusta.

(d) Selvita, kuinka monta prosenttia korotus on alennettuun hintaan verrattuna.

(e) Keksitko tavan, jolla tehtavan voi ratkaista pelkastaan alkuperaisen hinnan ja alennetun
hinnan avulla (ilman korotuksen lausekkeen muodostamista)?



TEHTAVASARJA I

TEHTAVA 5.35: PROSENTTIOSUUS

Henkilon kuukausipalkka on 3800 euroa ja han maksaa veroja 900 euroa. Mika on henkilon

veroprosentti eli kuinka monta prosenttia han maksaa veroja?
VASTAUS

Noin 23,7 %.

TEHTAVA 5.36: PROSENTTIOSUUS

Henkil® haluaa lisata ravintokuituja ruokavalioonsa. Hanella on valittavanaan kaksi leipavaihtoa. Leivan
A 20 gramman palassa on 3 grammaa ravintokuitua ja leivan B kuitupitoisuus on 13 %. Kumpi leivista

henkilon kannattaa ostaa?
VASTAUS

Leipa A, koska sen kuitupitoisuus on 15 %.

TEHTAVA 5.37: PROSENTTIOSUUTTA VASTAAVA MAARA

Jaakiekkomaalivahdin torjuntaprosentti on 85,70. Kuinka monta maalia han keskimaarin torjuu 30

laukauksesta?
VASTAUS

Noin 26.

TEHTAVA 5.38: PROSENTTIOSUUTTA VASTAAVA MAARA

Tilastokeskuksen mukaan vuoden 2015 lopussa suomea didinkielenaan puhuvia oli 88,7 % ja ruotsia 5,3

%. Kuinka moni puhui adidinkielendan jotain muuta kielta, kun suomalaisia oli tuolloin 5 487 000?
VASTAUS

329220

TEHTAVA 5.39: KOKONAISMAARA

Farkut olivat 30 prosentin alennuksessa ja euroina alennus oli 25 euroa. Kuinka paljon farkut maksoivat

alun perin?
VASTAUS

83,30 euroa.


http://www.stat.fi/tup/suoluk/suoluk_vaesto.html

TEHTAVA 5.40: KOKONAISMAARA

Kevaan 2016 ylioppilaskokeisiin ilmoittautuneista 25,7 % ilmoittautui pitkdn matematiikan kokeeseen.
Pitkan matematiikan kokeeseen ilmoittautuneita oli 10 536. Kuinka monta henkilda ilmoittautui kevaan

2016 ylioppilaskokeisiin? Anna vastaus 100 henkilén tarkkuudella.
VASTAUS

41 000

TEHTAVA 5.41: VERTAILUPROSENTTI

Suomen vakiluku maaliskuussa 2016 oli 5 488 265 ja Ruotsin 9 875 378.

(a) Kuinka monta prosenttia vahemman asukkaita on Suomessa kuin Ruotsissa?

(b) Kuinka monta prosenttia enemman asukkaita on Ruotsissa Suomeen verrattuna?
VASTAUS

(a) Noin 44,4 % véahemman.

(b) Noin 79,9 % enemman.

TEHTAVA 5.42: VERTAILUPROSENTTI

Kevaan 2016 ylioppilaskokeiden lyhyen matematiikan kokeeseen ilmoittautui 11 663 ja pitkan
matematiikan kokeeseen 10 536 kokelasta. Kuinka monta prosenttia enemman lyhyen matematiikan

kokeseen ilmoittautuneita oli pitkdn matematiikan kokeeseen ilmoittautuneihin verrattuna?
VASTAUS

10,7 %

TEHTAVA 5.43: PROSENTTIEN VERTAILU

Asuntolainan korkoprosentti laski 3,4 prosentista 2,6 prosenttiin.

(@) Kuinka monta prosenttiyksikkda asuntolainan korko laski?

(b) Kuinka monta prosenttia asuntolainan korko laski?
VASTAUS

(@) 0,8 prosenttiyksikkoa.

(b) Noin 23,5 %.

TEHTAVA 5.44: PROSENTTIEN VERTAILU



Vuoden 2015 vaaleissa perussuomalaisten kannatus oli 17,7 % ja heinakuussa 2016 Taloustutkimuksen

teettdaman gallupin mukaan 8,6 %.

(a) Kuinka monta prosenttiyksikkoa perussuomalaisten kannatus laski tarkasteluaikavalilla?

(b) Kuinka monta prosenttia perussuomalaisten kannatus laski tarkasteluaikavalilla?
VASTAUS

(@) 9,1 prosenttiyksikkoa

(b) 51,4%

TEHTAVA 5.45: MUUTOSPROSENTTI

Asunto maksoi 120 000 euroa vuonna 2005. Vuonna 2016 asunto myytiin 180 000 eurolla. Kuinka monta

prosenttia asunnon arvo oli noussut?
VASTAUS

50 %.

TEHTAVA 5.46: MUUTOSPROSENTTI

Vuonna 2007 matematiikan ylioppilaskokeeseen ilmoittautui 13 348 kokelasta, kun vuonna 2015
ilmoittautumisia oli vain 11 956. Kuinka monta prosenttia pitkdn matematiikan ylioppilaskokeeseen

ilmoittautuneiden maara on vahentynyt?
VASTAUS

10,4 %

TEHTAVA 5.47: MUUTTUNUT ARVO

Television hinta oli 459 euroa. Aluksi sen hintaa laskettiin 20 %, mutta koska sen kysynta kasvoi
alennuksen myota voimakkaasti, myyja paatti korottaa hintaa 20 %.

(@) Kuinka paljon televisio maksoi halvimmillaan?

(b) Mika oli television hinta kaikkien hinnanmuutosten jalkeen?

(c) Pateeko yleisesti, etta jos hintaa ensin lasketaan p % ja sen jalkeen nostetaan p %, niin
paadytaan alkuperaiseen hintaan? Perustele omin sanoin.

VASTAUS
(a) 367,20 euroa.
(b) 440,64 euroa.

TEHTAVA 5.48: PERAKKAISET MUUTOKSET

Paita maksoi ennen alennusmyynteja 60 €. Hintaa alennettiin ensin 40 prosenttia ja alen

loppurysayksessa viela 20 prosenttia. Kuinka paljon paita lopuksi maksoi?



VASTAUS

28,80¢€ (tai 29 €)

TEHTAVA 5.49: PERAKKAISET MUUTOKSET

Osakkeen arvo laski 46 prosenttia ja nousi sitten ensiksi 15 prosenttia ja taman jalkeen viela 34
prosenttia.

(@) Oliko osakkeen arvo naiden muutosten jalkeen suurempi vai pienempi kuin ennen
muutoksia?

(b) Kuinka monta prosenttia jalkimmaisen nousun olisi pitanyt olla, jotta olisi palattu
alkuperaiseen arvoon? [Lyhyt S2001/5]

VASTAUS
(@) Pienempi.

(b) 61%

TEHTAVA 5.50: PROSENTTILASKENNAN STRATEGIOITA
Viisi kilogrammaa 2-prosenttista suolaliuosta sisdltaa ainoastaan vetta ja suolaa. Tata suolaliuosta
haihdutetaan niin, etta sen massasta poistuu 20 %.

a

b

) Kuinka paljon suolaa on alkuperéisessa suolaliuoksessa?
) Mika on haihdutetun liuoksen massa?

(
(
(c) Kuinka paljon suolaa on haihdutetussa suolaliuoksessa?
(d) Mika on haihdutetun suolaliuoksen suolapitoisuus?

(

e) Mieti, miten alkuperdinen suolaliuoksen maara vaikutti uuteen suolapitoisuuteen. Selita
omin sanoin.

VASTAUS
a

b

(@) 0,1kgtai100g
(b) 4kg
(c) 0,1kgtai100g
(d) 2,5%

(e)

e) Ei mitenkaan.

TEHTAVA 5.51: PROSENTTILASKENNAN STRATEGIOITA

Kuinka paljon 2-prosenttista desinfektioliuosta tarvitaan, jotta siita laimennettuna saadaan 500 ml 0,35-
prosenttista desinfektioliuosta? [Lyhyt S2006/3]

VASTAUS

87,5 ml



TEHTAVA 5.52: PROSENTTILASKENNAN STRATEGIOITA

Perheen vuokramenot olivat 25 % tuloista. Vuokramenot nousivat 15 %. Kuinka monta prosenttia

vahemman rahaa riitti muuhun kayttéon korotuksen jalkeen? [Pitka K2004/3]

Vihje: Hahmottele ensin tehtavan tietoja taulukkoon lukuarvoilla kuten tehtavassa 31.
VASTAUS

5%

TEHTAVASARJA I

TEHTAVA 5.53:

Boolimaljassa on 4,0 litraa sekoitusta, jonka tilavuudesta 70 % on kuohuviinia ja 30 % mansikkamehua.

Kuinka paljon siihen taytyy lisata kuohuviinia, jotta mehun osuus on 20 %? [Lyhyt K2014/5]
VASTAUS

2,0 litraa

TEHTAVA 5.54:

Erddn mehun tdysmehupitoisuus on 35 %. Litraan mehua lisataan 0,5 litraa vetta. Mika on laimennetun

mehun tdysmehupitoisuus?
VASTAUS

Noin 30,4 %.

TEHTAVA 5.55:

Hotellihuoneiden hintaa nostettiin 15 %, jolloin kavijamaara laski 10 %. Miten hotellihuoneista saatavat

tulot muuttuivat?
VASTAUS

Tulot kasvoivat 3,5 %.

TEHTAVA 5.56:

Vuonna 2007 alennettiin parturimaksujen arvonlisaveroa 22 prosentista 8 prosenttiin. Jos alennus olisi
siirtynyt taysimaaraisena parturimaksuihin, kuinka monta prosenttia ne olisivat alentuneet?
Arvonlisavero ilmoitetaan prosentteina verottomasta hinnasta ja se on osa tuotteen tai palvelun hintaa.
[Pitka K2008/4]

VASTAUS



11,5 %

TEHTAVA 5.57:

2-prosenttista suolaliuosta haihdutetaan, jotta siitd saadaan 5-prosenttista suolaliuosta.

(@) Kuinka monta prosenttia suolaliuoksen massasta pitaa haihduttaa pois?
(b) Kuinka monta prosenttia suolaliuoksen vedesta pitaa haihduttaa pois?

(c) Miksi edellisten kohtien vastaukset eivat ole samat? Selitda omin sanoin.
VASTAUS

(a) 60%

(b) Noin 61,2 %

TEHTAVA 5.58:

Tuoreissa omenissa on vetta 80 % ja sokeria 4 %. Kuinka monta prosenttia sokeria on samoissa

omenissa, kun ne on kuivattu siten, etta kosteusprosentti on 20? [Pitka K2000/4]
VASTAUS

16 %

TEHTAVA 5.59:

Kesamokin rakentaminen tuli 25 % arvioitua kallimmaksi. Rakennustarvikkeet olivat 19 % ja muut
kustannukset 28 % arvioitua kalliimpia. Mika oli rakennustarvikkeiden arvioitu osuus ja mika lopullinen

osuus kokonaisukustannuksista? [Pitka K2006/4]
VASTAUS

Arvioitu osuus 33 % ja lopullinen osuus 32 %.

TEHTAVA 5.60:

Vuonna 2001 eraan liikeyrityksen ulkomaille suuntautuvan myynnin arvo kasvoi 10 % vuoteen 2000
verrattuna. Samaan aikaan myynnin arvo kotimaassa vaheni 5 %. Talldin koko myynnin arvo kasvoi 6 %.

Laske, kuinka monta prosenttia myynnista meni vuonna 2000 ulkomaille. [Pitka K2002/3]
VASTAUS

73 %

TEHTAVA 5.61:



Verotettavan osuuden  Veron vakioerd osuuden Vero alarajan ylimenevisté

arvo, € alarajan kohdalla, € osasta, %
2000040000 100 8
40 000-60 000 1700 11
60 000-200 000 3900 14
200000-1 000000 23500 17
1000000~ 159500 20

(Perintd- ja lahjaverolaki, 378/1940, § 14)

(@) Annika sai 58 000 € perintdna. Kuinka monta euroa Annika maksaa perinnosta veroa? Mika
on hanen perintdveroprosenttinsa?

(b) Piirra kuvaaja, josta kay ilmi perintdveron suuruus prosentteina perinnén arvon funktiona,
kun perinnén suuruus on valilla 0 € ja 60 000 €.

[Lyhyt K2016/10]
VASTAUS
(a) Noin 6,3 %.
(b)

TEHTAVA 5.62:

Abiturientti saa lahjoituksen, jonka suuruus on verojen jalkeen 12 000 €. Han sijoittaa sen vuodeksi

kahteen rahastoon, joiden vuotuiset korot ovat verojen jalkeen 3,5 % ja 5,5 %.

(@) Lahjoituksesta x euroa sijoitetaan 3,5 % tuoton tarjoavaan rahastoon ja loput toiseen
rahastoon. Esita koko sijoituksen arvo y muuttujan x avulla lausuttuna, kun 0 < x < 12 000.

(b) Piirra a-kohdan funktion kuvaaja valilla 0 < x < 12 000.
[Lyhyt S2013/14]
VASTAUS

(@) y= —0,02x+ 12660
(b)

[TSEARVIOINTITEHTAVAT

Varmista, ettad olet oppinut taman luvun keskeiset asiat tekemalla itsearviointitesti
opetus.tv:n polku-palvelussa. Samalla harjoittelet omien ratkaisujesi pisteyttamista

pisteytysohjeiden avulla.


http://polku.opetus.tv/node/1590

